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LA. PREMIÈRE LEÇON DE CALCUL INTEGRAL 

Par M. Ci* de Iiongchamps. 



On sait que le calcul intégral débute par une difficulté qui 
porte sur l'établissement de cette propriété fondamentale : 
toute fonction continue f(x) a une intégrale. 

La démonstration ordinaire donne prise à une objection, 
parce qu'elle exige la connaissance de l'aire des contours cur- 
vilignes fermés. Les ouvrages élémentaires (*) glissent sur la 
difficulté qui se présente dans la géométrie élémentaire 
quand on aborde le problème si délicat des quadratures, et 
se borne à définir l'aire du cercle au moyen des polygones 
inscrits et circonscrits dont chaque côté décroît indéfiniment. 

(*) Voyez Géométrie de Briot, p. 202. — /d.Rouché et de Comberousse,éd. 4, 
p. 281. — Les formules de Simpson et de Poncelet qui sont données plus loin 
(p. 294 et 296), donnent bien des expressions abrégées de l'aire comprise 
entre une courbe, un axe et deux ordonnées ; mais la définition de l'aire ne 
nous semble pas établie. 

M. Catalan dans ses Éléments de Géométrie y éd. 2, p. 169, aborde cette 
question délicate et dit: «Mais alors se présente cette question : en employant 
des rectangles comme dans le premier mode et en employant des polygones 
comme dans le second, arrive ra-t-on à la même limite? Et même, en con- 
servant le second procédé, comme on peut concevoir une infinité de séries 
de polygones, toutes ces séries conduiront-elles à la même limite? 

i La réponse est affirmative; mais la démonstration complète de l'iden- 
tité des résultats ne semble pas pouvoir être établie sans le secours du 
calcul intégral... » 

Voyez aussi, sur ce point : Géométrie de Tombeck, p. 235; Géométrie de 
Combette, p. 311; Géométrie de Vacquant, p. 294. Dans tous ces traités la 
définition donnée pour Taire ne s'applique qu'à celle du cercle; le cas 
général n'est, avec raison d'ailleurs, pas abordé. 
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Pour le surplus, ils renvoient au calcul intégral ; maïs il ne 
faut pas alors que celui-ci prenne pour base de sa première 
définition un principe que les élémentaires n'établissent pas 
avec la rigueur et la généralité qu'on est en droit d'exiger. 

Néanmoins cette introduction au calcul intégral, critiquable 
pour les motifs que nous venons de rappeler, offre l'avantage, 
toujours appréciable, d'être extrêmement simple ; et nous avons 
cru, pour cette raison, devoir la reproduire dans l'ouvrage (*) 
que nous avons récemment publié, quand nous avons abordé, 
parmi les matières introduites dans le nouveau programme 
des examens d'entrée à l'Ecole Polytechnique, la notion de 
l'intégrale définie. 

Il faut pourtant reconnaître qu'il y a là un point bien délicat 
et que la démonstration que nous venons de rappeler, si par- 
ticulièrement importante, puisqu'elle est la base même du 
calcul intégral, laisse quelques doutes dans un esprit qui 
veut être complètement satisfait. Nous allons reproduire 
dans cette petite note (**) la démonstration que M. Jordan 
(***) a donnée et de la propriété en question. 

1 . D éfinition de l'intégrale définie.— Soit-ce) une fonc- 
tion donnée, continue (****) dans l'intervalle (a y b)\ prenons, 



(*) Supplément au Cours de Mathématiques spéciales. 

(**) Nous n'ajoutons, dans la présente note, rien d'essentiel à la démon- 
stration de M. Jordan ; mais la forme de la rédaction est assez profondément 
modifiée, parce que, comme nous le disons plus loin, nous ne nous accordons 
pas la notion de la fonction uniformément continue. Une partie de ces modi- 
fications nous a été indiquée par un de nos collègues, M. Hubert, professeur 
au lycée de Versailles. 

(***) G.Jordan : Cours d'analyse de V Ecole Polytechnique; Gauthier-Villars, 
J882; t. II, 52. 

(****) Nous supposons que la fonction est continue dans le sens ordinaire de 
ce mot et non uniformément continue comme paraît l'exiger la démonstration 
de M. Jordan. Celui-ci d'ailleurs (loc. cit.) énonce le fait que toute fonction 
continue est aussi uniformément continue; mais il renvoie pour la démonstra- 
tion au tome III de son Cours d'analyse, lequel n'a pas encore paru, croyons- 
nous. On trouvera une démonstration de cette propriété dans l'ouvrage que 
M. Tannery vient de faire paraître, Introduction à la théorie des fonctions 
d'une variable, p. 106. (Librairie Hermann, 8, rue de la Sorbonne.) 

Voici la distinction qui existe entre les fonctions continues et les fonctions 
uniformément continues. 

Pour qu'une fonction continue f(x) soit uniformément continue, il faut que 
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entre a et b, deux valeurs x , X et, dans cet intervalle, inscri 
vons p moyens, x l9 x %9 ... x p \ de telle sorte que nous ayons 

x-o < x ± < x 2 <.... x p < x; (A) 

puis, considérons l'expression U 
U s: (x ± — x )f{x ) + (x % — xjffa) ... + (X — x p )f(x p ) ... : 

Si nous imaginons que p croisse indéfiniment et de telle 
façon que l'intervalle entre deux termes consécutifs quel- 
conques de la suite (A) tende vers zéro, la limite vers laquelle 
tend la quantité U s'appellera l'intégrale définie de f (x) 
pour l'intervalle considéré (x 09 X). 

Mais cette définition ne peut être acceptée que si nous 
établissons successivement les points suivants : 

1° V expression U a une limite; 

2° Cette limite est indépendante de la loi d'insertion des moyens. 

Nous aurons encore à montrer quelle est la signification 
de la fonction U et nous établirons enfin que la dérivée de U 
par rapport à X est égale à f(X). 

2. Théorème I. — L'expression algébrique U a une limite. 

Nous supposerons que f(x) est une fonction croissante (*) 
dans l'intervalle (x 09 X); s'il en était autrement on diviserait 
cet intervalle en plusieurs autres séparés par les valeurs 
limites. 

Pour reconnaître que, dans ces conditions, U a une limite, 
nous allons montrer que U est une fonction croissante restant 
inférieure à un nombre donné. 



l'on puisse assigner un nombre fixe e, désigné d'avance et tel que la 
différence 

/ [x + *j - m 

soit plus petite que e, h étant choisi suffisamment petit, et cela pour toutes 
les valeurs de x prises dans l'intervalle considéré. 

Il n'est pas évident que le nombre e, nombre qui doit être le même pour 
toutes les valeurs de x, existe nécessairement. Il y a donc là matière à 
démonstration ; mais les développements qu'on va lire ne soulèvent pas cette 
question délicate. 

(*) Si l'on ne veut pas faire cette hypothèse, on remplacera dans la démon- 
stration qui suit les différences telles que (A — B), par mod (A — B), 
expression qui, comme l'on sait, représente la valeur absolue de la différence 
A — B. Suivant la notation commode proposée par M. Tannery (loc. cit.) le 
module de A — B se réprésente aussi par | *A — B | . 
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Insérons entre Xi et <r l+1 un moyen \ et considérons la 
nouvelle fonction U t : 

U,»... (ç + x < )/-(^) + (^ + i-Ç)/(?)... 
Nous avons donc 
U t - U s= <? - x,)f(x ( ) + (<r, +l - Ç)/-(ï) - (<r, +< - a^/fa), 

OU 

u t - u = (x i+i - ï) jA5) - flœty 

Les deux facteurs qui constituent le second membre de 
cette identité sont positifs, et nous pouvons écrire 

u,>u. 

Ainsi la fonction U est croissante quand on augmente le 
nombre des moyens. 

Pour établir que U a une limite il faut encore reconnaître 
que cette fonction ne croît pas indéfiniment. A cet effet, 
considérons la suite 

/fao), ffa)... f(x p ). 

Tous les termes de cette suite sont inférieurs à /"(X), la 

fonction f(x) étant supposée croissante; écrivons donc 

U <.(x ± ~x ù + x % —x i + ...-{- x 9 — ov_ t -f X — x p )f(X.) f 

ou 

U < (X - x )f(X). 

Cette inégalité prouve que U ne croît pas indéfiniment ; 

d'ailleurs U, comme nous Tavons montré, est une fonction 

croissante ; finalement, U a une limite. 

(A suivre.) 

SUR LE POINT DE STEINER 

Par <!• FVeuberg, professeur à l'Université de Liège. 



Soient A t A 2 A 8 un triangle quelconque, le centre du 
cercle circonscrit, G le centre.de gravité, H le point de 
concours des hauteurs, E l'ellipse circonscrite dont le centre 
est en G. Le cercle et l'ellipse E ont un quatrième point 

commun R dont Steiner a signalé les propriétés suivantes (*): 

— 

(*) Journal de Crelle t. XXXII, p. 300; Journal de Borchardt, t. LXV1I, 
p. 237; Steinefs Gesammelte Werke, t. II, p. 689. 
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Les cercles oscillateurs à l'ellipse E aux points A^A^A, se 
coupent en R (*). 

La normale menée par R à l'ellipse passe par le symétrique 
de H par rapport à G. 

Le point R appartient aux trois circonférences qui passent 
par un sommet du triangle A^Aj et par les symétriques des 
deux autres sommets pris par rapport à G. 

Ce point est identique à celui que M. Tarry (**) a désigné 
par la lettre R. Cependant ce fait .parait avoir passé ina- 
perçu. 

Nous proposons pour ce point la dénomination de point 
de Steiner. 

La présente note a pour objet l'étude des propriétés du 
point de Steiner et de quelques autres points qui s'y rattachent. 

1. Cherchons d'abord les coordonnées de R. 

Les équations du cercle et de l'ellipse E, en coordonnées 
normales (distances d'un point aux côtés du triangle de réfé- 
rence) étant 

fi -L Ol JL Ol — n ^ -L a * ai _L ***** — n 

les coordonnées de R sont inversement proportionnelles aux 
quantités 

Les coordonnées barycentriques (***) de R sont inverse- 
ment proportionnelles aux différences 

al — al a§ — a 2 i9 a\ — a\ 
ou aux produits 
sin Ai sin (A 2 — A,), sin A 2 «in (A 8 — A^, sinA d sin (k x — A a ). 



(*) Nous avons signalé une généralisation de ce théorème dans la Revue 
de V Instruction publique en Belgique, année 1866, et dans la Nouvelle Corres- 
pondance de Catalan, t. IV, p. 399. On peut aussi comparer : Journal de 
Crelle, t. XXXVI, p. 95 (Joachimsthal), Nouvelle Correspondance, t. IV, p. 393 
(G. de Longchamps), et la question du concours d'agrégation des sciences 
mathématiques de 1882 (Nouvelles Annales, 1884, p. 273). 

(**) Congrès de Rouen, communication de M. Brocard. 

(***) Les coordonnées barycentriques ft, n 2 , f* 3 d'un point M sont propor- 
tionnelles aux masses qui, appliquées aux points A M A 2 , A 3 , ont pour centre 
de gravité le point M. On a 
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On en déduit, si R t , R„ R 8 sont les points de rencontre de 
RA 1? RA„ RA 8 avec a ±f a„ a 8 : 

R,A t <% — a\ 



A 8 R 4 a\ — af 



etc. 



'3 

2. Quelques propriétés du point de Steiner résultent, très 
simplement, de l'application des transformations quadratiques 
au cercle et à l'ellipse E. Nous ferons usage de la transfor- 
mation par polarité trilinéaire, de la transformation isogonale 
et de la transformation isotomique. 

Si u 1 x i + w,œ a + u s x s = ° eg t l'équation d'une droite n 
rencontrant les côtés du triangle fondamental A t , A 2 , A, en 
N 4 , N 4 , N 8 , les conjuguées harmoniques des droites A t N t , 
AjNj, A 8 N 8 par rapport aux angles A t , A„ A 8 du triangle ont 
pour équations u 1 x 2 — w 8 x 8 = o, . . . ; elles concourent en un 

même point N dont les coordonnées sont — , — , — . Nous di- 

u ± u t t* 8 

rons, avec M. Mathieu (Nouvelles Annales, 1865, p. 399), 
que N est le pôle trilinéaire de n, que n est la polaire trili- 
néaire de N. Si nous convenons d'appeler coordonnées d'une 
droite les coefficients u t , tt 2 , u 8 de son équation, les coordon- 
nées du pôle d'une droite sont inversement proportionnelles 
à celles de cette droite. 

D'après cela, si Ton considère l'équation d'une conique U 
circonscrite au triangle de référence AjA^Aj : 

h + h + h = o, (i) 

or» ' /y* or» 

O/j O/j Uy 8 

on voit que la polaire trilinéaire d'un point quelconque (x u 
x % , x 9 ) de cette courbe passe par un point fixe dont les coor- 
données sont L t , L 8 , L 8 . Ce point fixe que nous appellerons 
pôle (Fhomologie de U, est le centre d'homologie de A 1 A 1 A 8 et 
du triangle T t T 2 T 8 , formé par les tangentes aux points A t ; 
A„ A 8 à la conique. 

On verra, de la même manière, que la conique U est 
l'enveloppe des polaires trilinéaires, par rapport au triangle 
circonscrit T^T,, d'un point mobile sur l'axe d'homologie 
des triangles T^TjTj, k^k^ 

L'équation (1) exprime aussi que la droite dont les coordon- 
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nées sont — , — , — • passe par le point T t ( — L l9 L 2 , L,). 

/Tf /Y* SY* 

1 % *^8 

Done si une droite quelconque menée par T ± rencontre A ± k i9 
A t A 8 aux points T r 8 , T' 2 , le point d'intersection des droites 
A 8 T 8 , A a T a engendre la conique U (cas particulier dû théo- 
rème de Maclaurin). 

Appliquons ces notions au cercle et à l'ellipse E. Soient 
KiKjK^, G t G a G 8 les triangles polaires de A^A, par rapport 
à ces courbes. Le pôle d'homologie du cercle est le point de 
Lemoine K. Celui de l'ellipse est le centre de gravité G; les 
axes d'homologie sont, respectivement, la polaire k de K par 
rapport au cercle, et la droite à l'infini g. Par conséquent : 
1° le point de Steiner est le pôle trilinéaire de la droite joignant 
le point de Lemoine au centre de gravité; 2° les droites K 1 G 1 , 
K a G 2 , K 8 G 8 se confondent avec les côtés du triangle R^R,. 

(A suivre.) 



NOTE SUR QUELQUES POINTS REMARQUABLES 

DU PLAN DU TRIANGLE ABC 
Par Em. Kiemoiiie, ancien Élève de l'École Polytechnique. 



En 1873, au Congrès de l'Association française pour l'avan- 
cement des sciences à Lyon (voir les comptes rendus, p. 94), 
et plus en détail dans ce journal voir 1883, p. 5, 27, etc.), 
nous nous sommes occupé de quatre points B t , @ a , ®&, 6 C du 
plan d'un triangle ABC, tels que si, par l'un d'eux, an mène 
des parallèles aux trois côtés, elles coupent ces côtés en six 
points, sommets d'un hexagone circonscrit à l'une des circon- 
férences qui touchent les trois côtés de ABC. Nous avons 
étudié ces points, nous avons indiqué leur construction 
géométrique et calculé leurs coordonnées en notant leur 
rapport de symétrie avec d'autres points remarquables tù i9 

û) a , (0&, d) c . 

Nous ajouterons que a^ est le point que M. Brocard (voir 
dans ce journal, 1884, p. 207) signale comme ayant aussi 

JOURNAL DE MATH. SPÉC 1886. 1. 
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été rencontré par Hochheim dans les Archives de Grunert, 
tome LU, 1871. La question 195 du Journal de Mathématiques 
élémentaires posée par M. G. Boubals revenant à la construc- 
tion que nous avons indiquée pour le point B ± (par le théo- 
rème XIII, p. 52, Journal de Mathématiques spéciales, 1883) 
nous allons l'exposer ici un peu plus en détail. 

On aura de même une construction des points @ a , © 6 , C et 
par suite de <D lf <o a , wj,, <o c . 

Voici l'énoncé de la question 195 dont nous venons de 
parler : 

Par les sommets d'un triangle ABC on mène les parallèles aux 
côtés opposés et par les sommets A lf B t , G t du triangle ainsi 
obtenu on mène encore les parallèles aux côtés de ABC. Démontrer 
que si, par le point de concours @ t des bissectrices du troisième 
triangle A 2 B,G 2; on mène les parallèles aux côtés, ces parallèles 
déterminent sur les côtés du triangle ABC des points qui sont les 
sommets d'un hexagone circonscrit à un cercle. 

On voit tout d'abord que trois des côtés de l'hexagone 
étant sur les côtés de ABC, ce cercle est le cercle inscrit 
dans ABC. 

Les deux triangles ABC, A a B a G, sont homothétiques et 
leur centre d'homothétie est le centre de gravité E de ABC, 
le rapport d'homothétie est 1/4; pour avoir le centre t du 
cercle ioscrit à A 2 B,C 2 , il faut donc joindre E au centre I du 
cercle inscrit à ABC, puis prendre sur El, à partir de E et 
dans le sens El : E0 t = 4EI. 

Or, si l'on prend CB pour axe des x, GA pour axe des y, 
les coordonnées de E sont 







a 


b 






3' 


3' 


Celles de I sont 












ah 


àb 






2f' 


2p' 


donc, celles de & ± 


sont 








0(26 - 


-P) 


6(2a_— p) 




P 


> 


P 



et ce sont précisément celles du point que nous avons appelé 
A loco titato. 
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Les points a , ® b > ® c se construisent de même avec les 
centres des cercles ex-inscrits au triangle ABC. 

Remarque. — On voit facilement que les distances de 4 
aux trois côtés BG, AG, AB sont 

4r — h ay qr — h b , 4»' — h e 
et celles de ® c 

4 r c — K> 4 r « — *&> — 4 r c — h c- 
r, fa, r b , r c ; h a , h b9 h c 
désignant, comme d'ordinaire, les rayons des cercles inscrit, 
ex-inscrit au triangle ABC et les hauteurs. 
Les distances de o) t aux trois côtés sont • 

2rh a 2rh b 2rh c 



T a V b 



de même pour a> a , etc. 



SUR LES COURBES PARALLELES 

ET QUELQUES AUTRES COURBES REMARQUABLES 
Par M. Ci* de Longchamps. 

(Suite, voir année 1885, p. 269.) 



LES ANTI-DÉ VELOPPÉES 

40. — Imaginons une courbe U et la normale A en un 
point A pris sur cette courbe; soit <o le centre de courbure 
correspondant. Si nous prenons 

AI = (oA, 
le lieu décrit par le point I est une certaine courbe V qu'on 
peut nommer Yanti-développée de U, pour rappeler, parce mot, 
la construction précédente . 

Proposons-nous de déterminer la tangente à V, au point I. 

A cet effet, prenons un point A' voisin de A et répétons, 
pour ce point, la construction que nous avons faite en A. Soit 
a le point de concours des deux normales.; prenons 

Ip ;= <x<j>, et Yfi = <xa/, 
puis imaginons la parabole P tangente aux droites A, A', oxo', 
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et pp' a son axe parallèle à II'. En effet, si nous considérons 
le triangle app', les droites <dû/ et II f sont deu? transversales 

v réciproques de ce triangle et 
ceci (*) établit la remarque 
en question. Observons en- 
core que le foyer de P appar- 
tient, par une propriété con- 
nue, au cercle y circonscrit 
au triangle û>aa>\ 

Passons maintenant à la 
limite et supposons que la 
normale A' vienne se con- 
fondre avec A. La limite de y 
est un certain cercle y bien 
déterminé; c'est le cercle 
osculateur au point a> à la 
courbe W, développée de V, 
Nous admettrons que l'on sache tracer ce cercle. 

Cherchons la position limite du foyer de P. Ce point appar- 
tient encore au cercle circonscrit au triangle app'; mais 

la droite AA' est parallèle 
à p(î' et, par suite la posi- 
tion limite de pp' est cons- 
tituée par une droite 8 
passant par I perpendicu- 
lairement à A. Le cercle app' 
a donc pour limite le cercle y' 
décrit, de A comme centre,* 
Y avec le rayon de courbure 
pour rayon. 

Les cercles y\ y" se cou- 
pent en un point f qui 
représente le foyer de la 
parabole P', limite des pa- 
raboles P. 
Lu point I partent deux tangentes à P' ; ce sont justement 




(*) Voyez Journal de Mathématiques élémentaires, 1885, p. 254, § 71. 
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*3 




les droites A, 8; si nous menons fG parallèle à A, les 
angles î et 2 étant égaux, le théorème de Poncelet prouve 
que IG est un diamètre de P\ 

Concluons donc que IG représente la position limite de II' ; 
c'est la tangente à l'anti-développée. 

41. — Voici encore un lieu géométrique qui, après ce que 
nous venons de dire, se présente naturellement à l'esprit. 

Prenons encore une courbe U et le rayon de courbure A<o, 
en un point A de cette j, 
courbe; puis portons cette 
longueur, dans un sens 
déterminé, sur la tangente 
au point A. Nous obtenons 
ainsi un point J qui décrit 
une certaine courbe Ç que 
nous allons considérer. 

Prenons deux points voisins J, J' sur Ç et joignons J<*> et 
JV ; les droites se coupent en un point M et le quadrilatère 
M(oaa) f est évidemment inscriptible ; soit y le cercle circons- 
crit à ce quadrilatère. Observons aussi que l'égalité des angles 

JMJ f , <oMu>', AaA', J(3J', 
prouve que les quatre points J, J r 
p, M appartiennent à un certain 
cercle F. 

Cela posé, passons à la limite 
et supposons que la normale A r 
vienne se confondre avec A. Le 
cercle y devient le cercle de cour- 
bure y r à la développée, au point w; 
le point M a pour position limite 
le point M', commun à y et à wJ; 
enfin le cercle T est représenté, à 
la limite, par le cercle circonscrit 
au triangle AM'J. Si l'on prend le point 0, centre de ce cercle, 
la tangente cherchée (limite des droites JJ') est la perpen- 
diculaire à OJ, au point J. 

(A suivre.) 
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CONCOURS D'AGREGATION DE 1885 



Mathématiques spéciales. 
Solution par M. E. Mosnat, professeur au Lycée de Toulon. 

On donne une sphère S et sur cette sphère un cercle C et un 
point T. 

4 Q Démontrer qu'il y a deux parabolo'ides passant par le 
cercle C et tangents à la sphère au point T ; 

2° Lêmontrer que les axes de ees parabolo'ides sont dans un 
même p 1 an et trouver le lieu de leur point d intersection quand 
le point T se meut sur la sphère ; 

3° Dans les mêmes conditions, trouver le lieu des sommets de 
ces parabolo'ides ; 

4° Soient T et T' deux points diamétralement opposés sur la 
sphère S ; au point T correspondent deux parabolo'ides P et Q: 
au point T correspondent deux autres parabolo'ides P r et Q\ 
Trouver le lieu engendré par la courbe d'intersection de chacun 
des parabolo'ides P et Q avec chacun des parabolo'ides F et Q\ 
quand on fait varier la direction du diamètre TT'„ 

SOLUTION ANALYTIQUE 

1° Prenons, pour axe des z, la droite OC qui joint les centres 
de la sphère S et du cercle C ; pour axes des x et des t/, 
deux droites rectangulaires menées par parallèlement au 
plan du cercle C. Les équations de la sphère et du plan du 
cercle seront alors 

x 2 -j- t/» + z* — R* = o 
% — h = o. 
Soient x ±y y i9 3 t , les coordonnées du point T situé sur la 
sphère ; l'équation du plan tangent en ce point sera 

xx ± + yy ± + zz t — R* = o. 
Une surface du second ordre passant par le cercle C et tan- 
gente en T à la sphère S, peut être considérée comme ayant 
deux courbes planes communes avec cette sphère. Son équa- 
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tion est donc, en désignant par X, un paramètre arbitraire, 

X(o? a + y* -f a* — R 1 ) + 2{z — h) 
(xx ± + yy ± + «i — R s ) = o . (1) 

Cette surface sera un paraboloïde, si les plans du centre 
sont parallèles à une même droite. Or, ces plans ont pour 
équations 

Xx -\- (z — h) x ± = o, 

ty + (* — fy Vi = o 9 

lz -f (z — h) z t + xxt + yy t + zz ± — R* = o, 

et les deux premiers sont parallèles à la direction 

— = L = z ■ 

le troisième sera parallèle à cette direction, si Ton a 

X» + 2X* 1 — (R a — z\) = o. 
Telle est la condition que doit vérifier le paramètre X, pour 
que l'équation (1) représente un paraboloïde. 

Cette équation du second degré en X admet toujours deux 
racines réelles qui sont 

V = — z ± — R, X" = — z ± + R, 

ce qui nous prouve qu'il y a deux paraboloïdes P et Q répon- 
dant à la question. Les équations de ces paraboloïdes sont : 

(*i + R)(œ 2 + !/' + ** — R a ) — 2(* — A) 

(xx t + yy t + » t — R») = o (P) 

(z ± — R)(cc* + t/* + ** — R*) — 2(3 — A) 

(aca^ + yt/i + ** ± — R 2 ) = o . (Q) 

Il importe de remarquer que Ton passe de Tune de ces 
équations à l'autre en changeant le signe de R. Tous les calculs 
faits pour l'un des paraboloïdes s'appliqueront à l'autre, en 
changeant R en — R. 

2° Cherchons l'axe du paraboloïde P. Nous savons que 
cet axe est le diamètre conjugué du plan perpendiculaire à la 
direction des diamètres : 



— =-?- = 



z 



x i Vi *i + R 

Ses équations sont donc 

»i y± *i + R 
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OU 

_ (js t + R) x — (g — h) x t _ (z ± + R) y — (z — h) y ± 

x ± y± 

(*i + B)z — (z — h)z i — (xx t -f- yy ± + g^ t — R') 

ou, en simplifiant, 

x _ y _ R (2g — A) — (xx ± + yy t — R 1 ) 
x ± y ± (z t + R)* 

Les équations de l'axe du paraboloïde Q s'obtiennent en 
changeant le signe de R, ce qui donne : 

x _ y _ — R(2g — h) — (œx ± + yy i — R 1 ) 

Ces deux axes sont contenus dans le plan ayant pour équa- 
tion 

x ± y ± 
c'est-à-dire dans le plan passant par Taxe des z et le point T. 
Supposons que le point T soit dans le plan des zy, Taxe 
du paraboloïdfc P sera dans ce plan et aura pour équation 

x _ R(2g — h) — (xx i — R«) 

x ± ~ (*i + R)' ' 

ou, en chassant les dénominateurs et en simplifiant, 

2x(z t + R) — *t(2g + R — h) = o. 
L'axe du paraboloïde Q aura pour équation, dans ce plan, 

2x(z t — R) — x ± (2z — R — h) = o. 
On peut observer que la première droite passe par le 

point fixe D ( x = o, z = j, lorsque T varie sur le grand 

cercle de S situé dans le plan zx. Dans les mêmes conditions, 

la seconde droite passe par le point D f ( x = o z = — — — ). 

Ces points sont situés sur OC et sont les milieux des por- 
tions CB, CB' de ce diamètre. 

Le lieu du point de rencontre des axes, lorsque T décrit 
le cercle précédent, s'obtient en éliminant œ i et z t entre les 
deux équations des axes et la suivante : xf + z\ = R a . 

Retranchons, membre à membre, les équations des axes, 
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nous aurons 

4RX — 2Rx i = o, - 
d'où Ton tire 

tZ/j ■ 2X» 

Portons cette valeur de x ± dans la première de ces équa- 
tions, et divisons par 2<r, quantité qui n'est pas nulle, en 
général ; il nous viendra, en simplifiant, 

z i = 2Z — h. 
Le lieu cherché a donc pour équation 

(2x)* -f (2* — hy — R* = o 

OU / Jvi /Rv2 

* 2 + ( z — ) -(l) = °- 

C'est un cercle ayant pour centre le milieu de OC et pour 
rayon la moitié de celui de la sphère. 

Pour obtenir le lieu du point de rencontre des axes, 
lorsque le point T décrit la sphère S, il suffit de faire tourner 
le plan zx de 36o° autour de oz. Le lieu cherché est alors 
engendré par la révolution complète du cercle précédent 
autour de oz. Ce lieu est une sphère ayant même centre et 
même rayon que le cercle considéré. Son équation est 

3° Pour chercher le lieu des sommets du paraboloïde P, nous 
supposerons que le point T se déplace d'abord dans le plan zx. 
Ce lieu s'obtiendra en éliminant x ± et z t entre les équations : 

(1) (z ± + R)(x* + z* — R*) — 2{z — h)(xxi + zz t — R») = o, 

(2) (z t + R)x - x,(z + 5JZ*) = o, 

(3) ce? + z\ — R» = o. 

Les équations (3) et (2) peuvent se mettre sous la forme 

x ± R — z ± x 

R + *i"~ #i ~~ s + R — h 9 

2 

d'où l'on tire : 
x i — ~; 5 ri î «j = R 



(»+£^)W (•+*=*)"+- 
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Portons ces valeurs dans l'équation (1) et simplifions ; il 
vient : 

(4) (, + ^Z*J , ( a! . + ,._R.) _(«_*) 

[a-(, -h) + (z- R)(* + ^-^)*] = o, 

ou, encore, 

/ . R — 3*\ . , _./. . R — M* 

(*"* — I — )+(*~ R v^ — r/ =0# 

Cette équation représente une courbe G 8 du 3 e ordre, sy- 
métrique par rapport à Taxe des z, et asymptote à la droite 

z = . Cette droite rencontre Taxe des z au milieu de 

4 
CD, car on a 

h — R 

3ft_ R fc+. 2 



4- 2 

La courbe C 3 est comprise entre son asymptote et la droite 
z = R, elle passe par les points cycliques et par les points 

du cercle C situés dans le plan zx. Le point D ( z = J 

est un point double isolé. 

Le lieu des sommets des paraboloïdes P, lorsque le point 
T décrit la sphère, est la surface de révolution obtenue en 
faisant tourner cette courbe autour de oz. 

L'équation de cette surface est 

(as* + y') [z +— - — J + (z - R) (* H — J = o. 

Le lieu des sommets des paraboloïdes Q s'obtient en chan- 
geant le signe de R dans l'équation précédente. C'est une 
surface de révolution de même forme que la précédente et. 
dont la méridienne a pour équation 

/ R + 3h\ , , , _> / R -f h\* 

Cette courbe du troisième degré D 9 symétrique par rapport à 

R + 3A 
Taxe des z, est comprise entre les droites z = — R, z = . 
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Cette dernière droite coupe Taxe des % au milieu de GD f : 
elle est asymptote à D 8 . La courbe passe aussi par les 

(R \ h\ 
x = 0, z = J 

pour point double isolé. 

4° Les équations des paraboloïdes P r et Q' correspondant 
au point T', diamétralement opposé de T\ s'obtiennent en 
changeant œ u y iy z t en x u — y u — z t , ce qui donne : 
(— z ± + R) (x* + t/ a + ** — R») + 2 (s — h) 

(xx t + yy ± -f- zz ± -f- R*) = o P r 

- ( Zl + R) (x» + t,* + * a - R») + 2 (a - h) 

(xx ± + t/t/ ± + zz ± + R*) = o Q' 

Pour obtenir le lieu engendré par la courbe d'intersection 
des deux paraboloïdes P et P', lorsque la direction TT' 
varie, nous ajoutons, membre à membre, les équations de 
P et P r ; il vient, en divisant par 2R, 

x * + y % + * a — Ra + 2R (z — h) = o. 

Ce lieu est donc une sphère passant par le cercle G et 
ayant pour centre le point B (0, 0, — R). 

L'intersection des deux paraboloïdes Q et Q' engendre la 
sphère 

& + y* + ** — R2 — 2R (z — h) = o, 
dont le centre est le point B' (0, 0, R) et qui passe aussi 
par le cercle C. 

En ajoutant les deux premiers membres des équations P 
et Q', il vient 

4R* (* — h) = o, 
ce qui montre que le lieu de la courbe d'intersection de ces 
paraboloïdes se compose du cercle G et du plan de l'infini. 
Il en est de même de l'intersection des paraboloïdes P' etQ. 
Nous allons maintenant reconnaître les résultats précé- 
dents, par des considérations géométriques. 

(A suivre.) 
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QUESTION D'EXAMEN 



1. — Le nombre des solutions positives de V équation 

ax -f- by = c, (1) 

dans laquelle a, b, c, désignent trois nombres positifs est égal 

c 
au nombre des unités renfermées dans le rapport — ; ou égal 

à ce nombre augmenté de Vunité. 

* 

En effet, les formules de résolution sont, comme Ton sait : 

x = x — bt 9 y — y + at ; 
dans les égalités, x y désignent une première solution entière 
et t représente un entier arbitraire. 
Considérons la droite D qui correspond à l'équation (1) ; 

elle coupe les axes de co- 
ordonnées que nous sup- 
poserons d'ailleurs rectan- 
gulaires en deux points P 
et Q et Ton a 

— * r* r a 

v a 2 ~ b 2 




= 735 <* + b *)> 



a«6 



d'où 



c 



PQ =_ v /o«+^. 

ab ' 

Soit N le point qui cor- 
respond à la solution première x 09 1/ . Pour avoir la solution 
voisine il faut prendre M H = a, et M K = b ; les parallèles 
aux axes de coordonnées menées par les points H et K se 
coupent sur PQ en un point M t et Ton a 

ïyfi? = o} + b\ 
ou 

M 4 M = v/a a + b\ 
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On a donc 

PQ = 4 M t M . 
ab 

Si Ton pose 

M M t = 6, 
on aura 

M P = trô + a, (o < a < 8) 

M Q = v8 + p, (o<p<8). (1) 

D'après cela, le nombre des segments de longueur 8 
compris entre les points P et Q est égal à u + t; et le nombre 
des points marqués sur PQ, points auxquels correspondent 
des solutions entières, est u + v + i. Le nombre des solu- 
tions positives de l'équation proposée est donc égal à u-\- v+ 1 • 

D'autre part, si l'on a 

PQ = p0 + Y , (o < Y < 0), (2) 

la comparaison des formules (1) et (2) prouve que l'on a 

* + v = fr 
ou, dans d'autres cas, 

I + U -f V = (x, 

suivant que a -f- p est compris entre zéro et 8, ou entre 8 
et 28. 

Concluons donc que le nombre des solutions entières et 
positives de l'équation 

ax + by = c (a. b, c positifs) 

est égal, suivant les cas, au plus grand entier contenu dans 

—, ou à ce nombre augmenté de l'unité. 
ab 

Ce théorème dû à Paoli est connu depuis longtemps (*), la 
démonstration précédente, remarquable par son extrême sim- 
plicité, est due à M. Ed. Lucas (**). Le cas général est celui 
où l'on demande le nombre des solutions positives de l'équa- 
tion 

ax + by -f- cz + . . . + M = a > 
dans laquelle a, 6, c, . . . /, a désignent des nombres entiers 
positifs; x, y, z, ... t représentant les inconnues. 

(*) Voyez Exercices d'analyse numérique, par A. Le Besgue; 1859, p. 52. 
•(*•) Voyez Arithmétique de Cesaro; lettres à M, Hermite. 
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Euler s'est occupé de cette question et rapporte la solu- 
tion à la règle dite Régula cœci qu'il a nommée aussi Régula 
virginum (*). 

(A suivre*) • (G. L.) 

CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Vigarié, élève externe à F Ecole des 
Mines, sur le triangle arithmétique de Pascal. 

Dans son traité général des nombres, Nicolo Tartaglia 
(1500-1359) a tracé la figure suivante (voir Y Histoire des 
Mathématiques de Ferdinand Hœfer, p. 342) pour montrer 
la formation successive des coefficients des diverses puis- 
sances du binôme à partir de la deuxième. 

2 

3 3 

464 

5 10 10 5 

6 i5 20 i5 6 

1 

7 21 35 35 21 7 i 

8 28 56 70 56 28 8 | 

9 36 84 126 126 84 36 9 

* 

Cette table se construit facilement. Elle donne le triangle 
arithmétique de Pascal avec beaucoup plus de symétrie que 
celle qui est généralement employée, 



ÉCOLE CENTRALE (OCTOBRE 1885) 



Géométrie analytique. 

On donne dans un plan deux axes de coordonnées rectangulaires, OX, OY 
et une droite AB définie par son coefficient angulaire m et son ordonné. 1 à 
l'origine b, et l'on demande : 

(*) Le Besgue, loc. cit., p. 77. Voyez aussi sur ce sujet : Terquem; Nou- 
velles Annales, janvier 1859, et Sylvester, Philosophical Magazine, nov. 1858. 
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1° De trouver la direction des diamètres des paraboles tangentes à l'axe 
des Y an point B où il est coupé par la droite AB, et ayant leurs foyers sur 
cette dernière droite. 

2° D'écrire l'équation générale de ces courbes. 

3* De construire le lieu de leurs sommets. 

4° De construire le lieu des points où leurs tangentes sont parallèles à OX . 

5° De construire le lieu des pôles de l'axe des X relativement aux para- 
boles considérées (en d'autres termes, par les deux points d'intersection de 
chaque parabole avec l'axe des X, on mène des tangentes à la courbe, et on 
demande de trouver le lieu des points d'intersection de ces tangentes). 

Triangle. 

Calculer les angles el la surface d'un triangle connaissant les trois côtés : 

a = 2543",43o 
6 = 2332",75i 
c = 2597",8o8. 
Épure. 

Construire les projections et le développement de la partie de la surface des 
deux nappes d'un cône de révolution comprise entre la surface d'un cube 
et celle de la sphère inscrite dans ce cube; le cube et la sphère sont sup- 
posés transparents. 

Le cube dont le côté ao m ioo, est situé dans le dièdre antérieur supérieur, 
et deux de ses faces sont dans les plans de projection. 

Le cône a son sommet au point le plus haut de la sphère inscrite, son axe 
est parallèle à la ligne de terre, et son angle au sommet est de 120°. 

On indiquera à l'encre rouge les constructions employées pour obtenir un 
point quelconque des projections et des développements des lignes d'inter- 
section et les tangentes en ces points. 

Ces constructions seront succinctement expliquées à l'aide d'une légende 
placée au bas de l'épure. 

Titre extérieur : Géométrie descriptive. 

Titre intérieur : Intersections de surfaces. 

Placer la ligne de terre à égale distance des grands côtés de la feuille, et 
les projections du centre du cube à o m ioo, du bord de gauche du cadre. 



CHOIX DE QUESTIONS ORALES 

POSÉES AU CONCOURS POUR L'ÉCOLE DE SÀINT-ÉTIENNE EN 1885 



Trouver la vraie valeur de xlx quand x tend vers zéro (sans employer la 
règle de l'Hôpital). 

— Que pensez-vous de la série suivante? 

X X* X 9 X* 

i 2 a 5* n w 

Lieu des sommets des paraboles dont on donne un point et le point de 

rencontre des directrices et des axes. 

Lieu enveloppe du côté d'un angle droit dont l'autre côté passe par un 

point fixe et dont le sommet s'appuie sur une droite fixe. 

i 

— Fonction primitive de -3 5- • 
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— Quand la courbe représentée par 






a-t-elle des asymptotes obliques à Taxe oy*. 

— Variations de y = x* x allant de o à oo. 

— Etablir directement la dérivée de 

y = arc tg se*. 

— Construire co = L_Z — l_Z — ' 

p + i 
. — Construire x* — y* + ixy — x — y = o. (4 suivre.) 



QUESTIONS PROPOSEES 



187. — Construire la courbe représentée en coordonnées 
rectangulaires par l'équation 

y = log x + tang r| — x\ 

les logarithmes étant pris dans le système népérien. 

188. — Même question, l'équation de la courbe étant 

y = log x + tang ( — |- x \ (S. Realis). 



Nota. — La question 77, dont une solution a paru dans le numéro de 
Décembre dernier, a été résolue par MM. Léon Clément, du lycée de Rouen; 
Amaury deKerdrel, du lycée de Brest, et Henri Fer val, élève du lycée Henri IV 
classe de M. Macé de Lépinay). 



Nota. — L'abondance des matières nous oblige à reporter au prochain 
numéro un article bibliographique que nous avons consacré au livre que 
M. Kœhler vient de foire paraître chez Gauthier-Villars, et qui a pour titre; 
Exercices de géométrie analytique et de géométrie supérieure. Mais nous 
voulons pourtant signaler dès maintenant ce livre à nos lecteurs. 

Le numéro en question contiendra aussi les matières et leçons qui forment 
le programme du concours de l'agrégation pour 1886, ce document nous 
ayant été demandé de divers côtés. G. L. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DESTHEM1NS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
BUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 20020-5. 
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LA PREMIERE LEÇON DE CALCUL INTEGRAL 

Par M. Cl. de Longehamp*. 

[Suite, voir p. 3.) 



Théorème II. — La limite de la fonction U est indépen- 
dante du nombre et de la loi des moyens insérés dans l'inter- 
valle donné Xo, X. 

Cet énoncé sous-ontend pourtant : i° que le nombre des 
moyens augmente indéfiniment; 2° que l'intervalle entre 
deux moyens consécutifs quelconques tend vers zéro. 

Soit 

Xoi X^, • • • Xp 9 -*■»■> (A) 

une première suite 

QCo ^. X\ ^. • • • ^^ Xp <C ■**•• 

A cette suite corresDond une fonction U : 
U = (x x — x )f(x ) + (x % — x x )f(xà . . . + (X — x p )f(x p ). 
Prenons maintenant une deuxième suite 

x y 8 t , ô„, . . ., 8 ? , X, (B) 

x < 8 t < 8 a . . . < 8 g < X, 
et soit V la fonction correspondante : 
V =: (6 t - x )f(x ) + (6, - eOflOt) + . . . + (X - f )/(8 f ). 
Je suppose maintenant que Ton considère la suite des 
moyens x, et qu'on les range par ordre de grandeur crois- 
sante, ce qui donne une troisième suite 

x , 1? x u ... x t , 8 4 -, 8 i+1 , x t+i ... 8 Ç , X. (G) 

A cette suite correspond encore une fonction W : 
W = (0 4 — jt )/"(Jo) . . - + (X — O g )/'(0 g ) 
que nous ailons comparer successivement à U et à V. 

Supposons qu'entre x t et x, +1 il n'y ait aucuo moyen 0; dans 

ce cas, les termes correspondants de U et de W dispara ssent. 

Mais, en général, nous rencontrerons, dans cet intervalle, 

un ou plusieurs moyens 8 ; de telle sorte que dans la 

suite (G) nous trouverons 

... x t , 8<, x M ... (1) 

JOURNAL DE MATH. SPBC. 1886. 2 
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OU 

... x t , 6,-, Ôj+i, x t +\ .... (2) 

etc. 
Comparons les suites U et W dans l'intervalle de x t à x t +\. 
Nous avons, dans l'hypothèse (i), 

U 32 . . . (x t+i — X t )f(x t ) . . . 

W s: . . . (0, — x t )f{x t ) + (x t + { — WM . . . 
Observons que le terme mis en évidence dans U peut 
s'écrire 

{ (a>«+i - 6*) + (6, - x t ) \ f(x t ). 
Dans la différence W — U nous rencontrerons donc le 
terme A„ 

At = (œ M — * i )\f(p i ).—f(x t )\ 

et nous avons, par conséquence, 

A, < (a? l+1 — x t ) j f(G< — f{x t ) } 
et, à fortiori, 

A t < (x t+l — x t ) { f(x M ) — f{x t ) j. 

Prenons maintenant l'hypothèse qui correspond au grou- 
pement (2). Nous avons alors 

W = . . (6, — x t ) f (x t ) + (0< +1 - 6<) f (0,) 

+ (x tH — e i+i ) f (e i+i ) + . . . 

D'autre part, U peut s'écrire 

U = ... (Ô t - — x t -f 6 i+1 — 0,- + x t +i — Ô t+1 ) / (x t ) . . . 
Dans la suite W — U entre x t et x t+ i se trouvent des 
termes dont nous désignerons l'ensemble par B t ; en po- 
sant 

B, = (0 I+1 _ ^[f (00 - f (x t )] 
+ (û5i + i — 6 <+ i)[/(0, + i — /(a,)]. 
La fonction étant croissante, nous pouvons écrire 

B f < (6, +1 -6,4- a? l+1 — e t+1 )j/ (6,) - f (x,)}, 
ou 

A, < (o5, + t - 60jA*<) — / (*■)} 
et, à fortiori 

Le raisonnement précédent est évidemment général et 
peut se répéter tout le long du développement de la fonction 
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W — U, quel que soit le nombre des moyens 6 qui se 
trouvent placés entre deux autres moyens x consécutifs. 
Nous avons donc : 

W - U < 2 (x t+l - x t ))f (x t+i ) - f (x t )\. 

H est maintenant facile de conclure. 

Si nous désignons par e la plus grande des différences 

f tel) — fho) • • • f (°?t+i) — f(Xo) . . . 
nous avons, à fortiori^ 

W — U < e to — x -f x % — a^ ... — X — x p ), 
ou 

W — U < i (X — x ). 
et finalement 

lira (W — U) = o. 

Nous pourrions démontrer de même, par la comparaison 

des fonctions V et W, que 

lim (V — W) = o; 

concluons donc que 

lim U = lim V (*). (A suivre.) 



(*) Dans une note accompagnant le commencement du présent article 
(Journal, p. 3) j'ai dit que dans tous les traités de géométrie élémentaire la 
définition générale de l'aire d'une courbe n'était pas abordée et justifiée. 
Comme on me l'a l'ait observer, cette assertion est trop exclusive et elle ne 
concerne pas notamment le Traité de Géométrie de M. Vacquant que j'avais 
lu, alors, incomplètement. On trouve en effet (p. 526 et suivantes) une expo- 
sition rigoureuse, d'après une méthode due à M. Tannery, de la définition 
de la longueur d'un arc de courbe plane ou gauche et celle des aires des 
surfaces planes limitées par des contours curvilignes, avec les justifications 
nécessaires. 

A propos du même article, nous avons reçu une lettre de M. Catalan, qui 
nous demande une rectification portant sur la priorité à laquelle il croit avoir 
droit, relativement à l'introdui'tio'i, dans l'enseignement et dans ses ouvrages, 
d'une définition rigoureuse de l'aire des surfaces planes à contours curvi- 
lignes et il nous renvoie, dans ce but, à son Traité de Géométrie dont la 
première édition a paru en 1843. Il est vrai, ajoute M. Catalan dans la lettre 
à laque le nous faisons allusion, que j'ai av>ué mon impuissance à démontrer 
que la limite est indépendante du moyen de décomposition. Mais, il nous semble 
que c'est piécisément là le point délicat; et la définition donnée n'est justifiée 
que s'il est complètement et rigoureusement établi. M. Catalan n'en a pas moins 
le grand mérite, si la priorité qu'il réclame est exaete, comme je le crois, 
d'avoir le premier soulevé ce-* intéressantes questions portant sur la définition 
de la longueur des arcs et sur celle des aires limitées par des courbes, et Je 
les avoir résolues; sauf le point (mais encore une fois il est essentiel) qu'il 
avait réservé. 
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SUR LE POINT DE STEINER 

Par J* Neuberg, professeur à l'Université de Liège 

[Suite, voir p. 6.) 



au 



4. — M étant un point quelconque du plan AjAjAj, les 
symétriques des droites A 4 M, A,M, A 3 M par rapport aux 
bissectrices des angles A t , A s , A, du triangle fondamental 
concourent en un môme point M', dont les coordonnées 
normales sont inversement proportionnelles à celles de M. 
Les points M et M', qui sont les foyers d'une même conique 
inscrite à A^Aj, sont appelés conjugués isogonaux, ou 
inverses, ou con focaux (*). 

L'équation (1) exprime que le point ( — > — > — j est situé 

\Xi x% x^i 

sur la droite (Lj, L„ L 8 ), qui est la polaire trilinéaire du 

point (r- 9 ■=- ' 7/ Donc toute conique circonscrite 
\L 1 L, L 8 / 

triangle de référence est la transformée isogonale de la 

polaire trilinéaire du point conjugué isogonal avec le pôle 

d'homologie de la conique. 

En particulier, la circonférence A^Aj est la transformée 
isogonale de la droite à l'infini, et l'ellipse E celle de la 
droite k. Par conséquent, le point de Steiner est conjugué 
isogonal avec le point situé à l'infini sur k. 

Autrement dit, le point de Steiner eït le foyer de la parabole 
inscrite au triangle A t A,A 8 , qui a pour directrice la perpendi- 
culaire abaissée de H sur la droite OK; ou encore, la droite 
de Simson du point de Steiner par rapport au triangle A^Aj 
est parallèle au diamètre OK du cercle de Brocard (**). 

Cette propriété a des corollaires importants. Soient B 4 , B s B, 

(*) La transformation isogonale* a été étudiée par M. Mathieu (toc. cit.), 
par M. Schoute (Bulletin de Darbouœ et Archives néerlandaises), etc. 

••) Théorème dû à M. Boubals. Voir Journal de Bourget et de Longchamps, 
mathématiques spéciales, 1885, p. 33. 
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les sommets du premier triangle de Brocard, ou les projections 
de K sur les perpendiculaires élevées aux milieux des côtés de 
ÀtAgA,; et soient r if r„ r 9 les projections de R sur ces côtés. 
Si Ton compare les quadrilatères inscriptibles RrjA a r„ 
OB t KB 2 , on trouve facilement que les droites RA, et B^, 
sont parallèles. Par conséquent : 

1° Les parallèles menées par A t ,Aj, A 3 , aux côtés correspondants 
du premier triangle de Brocard concourent au point de Steiner R ; 
les perpendiculaires abaissées de A t , A„ A 3 , sur les mêmes côtés 
se rencontrent au point N diamétralement opposé à R sur la 
circonférence (Tarry et Brocard, Congrès de Rouen); 2° les 
bissectrices des angles formés par les côtés homologues des 
triangles invei'sement semblables A t A 2 A 3 , B^B, sont parallèles 
aux axes de t ellipse E; 3° le point de Lemoine du triangle 
A 1 A 2 A 8 est le point de Steiner du triangle BjBjBj. 

« 

5. — Lorsque deux points M et N sont tels que les 
droites A t M et A t N, A a M et A 2 N, A 3 M et A 3 N rencontrent 
les côtés du triangle de référence en des points M t et N t , 
M, et N.,, M 3 et N 3 qui sont symétriques par rapport aux 
milieux P t , P 2 , P 3 d(î ces côtés, nous dirons que ces points 
sont conjugués isotomiques ou sont réciproques par rapport 
au triangle A,A a A 3 (*). Les coordonnées barycentriques 
de N sont inversement proportionnelles à celles de M. 

De là résulte l'interprétation suivante de l'équation (1): 

Toute conique U circonscrite au triangle fondamental A 1 A i A a 
a pour transformée par points réciproques la polaire trilinéaire 
du réciproque de son pôle d f homologie. 

En particulier, l'ellipse E est la transformée isotomique 
de la droite à l'infini; c'est-à-dire, si M est un point de cette 
courbe et N le réciproque de M, les droites A t N, A a N, A t N 
sont parallèles. Or ces droites sont aussi parallèles à celles 
qui joignent les milieux P n P 2 , P 3 des côtés de A t A a A s aux 
milieux Q t , Q,, Q 3 des droites A t M lf A,M 2 , A 3 M 3 , et d'après 
un théorème de Newton, le centre de la conique qui louche 

(*) La transformation par points réciproques et par transversales réci- 
proques a été étudiée par M. de Longchainps (Annales de l'Ecole normale 
supérieure, t. III, pp. 321-340). 
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les côtés de AjAjA,, aux points M 1? M 2 , M 8 , est à l'intersec- 
tion des droites P^, P 2 Q 2 , P 8 Q 8 qui joignent les milieux 
des diagonales des quadrilatères circonscrits A^j^Ag, 
AjMjA^a, A^aAaAg. Donc l'ellipse E est le lieu du pôle d'ho- 
mologie d'une parabole inscrite à A^Ag, et le point à Vinfini 
sur Vaxe de la parabole est le conjugué isogonal du pôle d'homo- 
logie (*). 

La transformée isotomiquè du cercle A t A 2 A 8 est la polaire 
trilinéaire du point D où se coupent les droites AjB l9 A 2 B 2 , 
A 8 B 8 . Cette polaire est perpendiculaire à la droite OG ; car 
le cercle, sa transformée isotomiquè et la polaire de G par 
rapport au cercle ont pour équations en coordonnées bary- 
centriques : 

S «1*2 Ps = o, 2 àj 5*4 — o, S a\ (ja, + jj.,) — o, 
et la somme des deux dernières équations donne l'équation 
de la droite à l'infini. 

On conclut de là que le point de Steiner est le conjugué iso- 
tomiquè du point à Vinfini sur la direction perpendiculaire à OG; 
ou encore, les points R i9 R 2 , R 8 sont les points de contact des 
côtés du triangle A 4 A a A 8 avec une parabole qui a pour directrice 
la droite HGO. Cette parabole est V enveloppe de la polaire trili- 
néaire d'un point mobile sur la droite GK (**). 

(A suivre,) 



l*i Ce théorème, peu connu, a été démontré autrement par Steiner. (Gesam- 
meile Werke, t. I, p. 199, et Annales de Gergonne, t. XIX, § 10 de l'arti l« 
Développement d'une série, etc.) 

(**) ,GK est la polaire trilinéaire du pôle d'homologie R de la parabole. 
Son foyer F est le pôle trilinéaire de la droite OK. En effet, les coordonnées 
baiycentriques du foyer à l'infini sont inverses de celle3 de R; par suite, ses 

coordonnées normales sont proportionnelles à , . . . , et celles de F le 



»i 



a, 
sont aux quantités -5 j , . . . , ou à 

1 1 



sin (A, — A 3 )' sin îA 3 — A,)' sin (A, — A 2 )' 

D'autre part, l'équation de OK est 
B { 8 2 « 3 

sin A, sin A 2 sin A, = S 8, sin (A 2 — A 3 ) = o. 
cos A, cos A 2 cos A 3 
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CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1885 



Mathématiques spéciales. 

Solution par M. E. Mosnat, professeur au Lycée de Toulon. 

(Suite, voir p. 14.^ 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE 

1° Supposons qu'on ait trouvé un paraboloïde passant par 
le cercle de centre G et tangent en T à la sphère S de 
centre ; le plan TCO perpendiculaire aux deux plans 




XV W 



cycliques et passant par le centre des sections circulaires 
sera un plan principal de la surface. 

Ce plan coupera la sphère suivant un grand cercle 0, le 
cercle C suivant une corde AÀ', le plan tangent à la sphère 
en T suivant une droite TE et le paraboloïde suivant une 
parabole passant par les points A, A f et tangente en T à TE. 
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Proposons-nous de déterminer cette parabole. Remarquons, 
d'abord, que les droites AA\ TE, coupant la parabole en des 
points par lesquels on peut faire passer un cercle, sont 
également inclinées sur Taxe ; ce qui prouve quo Taxe est 
parallèle à Tune des bissectrices de l'angle de ces deux droites 
ou à l'une des droites TB, TB', obtenues en joignant le point 
T aux extrémités du diamètre OC. 

Supposons que l'axe soit parallèle à TB et menons par le 
point C une parallèle à cette droite qui rencontre la parabole 
p en Q. La tangente à p en ce point est parallèle à A A', 
puisque GG est le diamètre conjugué de AA'; mais, cette 
tangente étant symétrique de TE par rapport à Taxe, le point G 
est symétrique de T par rapport à l'axe. Ce point G se trouve 
donc sur TB' ; l'axe coupe TB' au point H, milieu de TG, 
et le diamètre OC au point I), milieu de BC. Ainsi, on 
obtient l'axe de la parabole p, en menant par le milieu de 
BG une parallèle à TB. Cet axe coupe la tangente on E, et 
le milieu I de la sous-tangente HE sera le sommet de la 
parabole. La parallèle à AA f menée par T sera le rayon 
vecteur du point T, puisqu'elle est symétrique de la tangente 
TE par rapport à l'axe ; elle coupera l'axe DE en un point F 
qui sera le foyer de la parabole. 

On voit donc qu'il existe une seule parabole p répondant 
à la question et dont l'axe soit parallèle à TB. 

On trouverait de même les éléments d'une parabole q 
passant par A et A f , tangente en T à TE et dont l'axe est 
parallèle à TB . 

Cela posé, on peut déterminer un paraboloïde P et ua 
seul en admettant p pour parabole principale et passant 
par le cercle G. 

En effet, par un point K de cette parabole menons une 
perpendiculaire au plan principal et faisons passer par cette 
droite un plan qui y rencontre p en un second point K', 
et le cercle G en deux points L et L'. Le paraboloïde sera 
coupé suivant une conique déterminée ayant pour axe KK 
et passant par LL'; si on fait tourner ce plan autour de la 
perpendiculaire, la conique engendrera le paraboloïde. 

On peut, de même, déterminer le paraboloïde Q passant 
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par la parabole q et par lo cercle G. Ainsi il est bien 
démontré que Ton peut trouver deux paraboloïdes Pet Q, 
répondant à la question. 

2° Ces paraboloïdes ont mêmes axes que leurs paraboles 
principales. Ces axes sont les droites DF, D f F' situées dans 
un même plan passant par OC et par le point T. 

Ces droites se coupent à angle droit en M et passent par 
des points fixes D etD'; le lieu du point M, lorsque T 
décrit le cercle 0, est donc la circonférence de diamètre DD\ 

Si T décrit la sphère S, il suffira de faire tourner le cercle 
Oou la circonférence DD', autour de OC; on obtiendra pour le 
lieu une sphère de diamètre DD', ayant pour centre le milieu 
de OC et pour rayon la moitié de celui de la sphère S. 

3° Cherchons le lieu des sommets du paraboloïdo P, 
lorsque le point T décrit le cercle 0. 

Abaissons, du sommet I, la perpendiculaire sur BB' qui 
rencontre cette droite en N et B'T au point U. Les triangles 

TH 
semblables IHU,HTE montrent que l'onaUH = — .Menons, 

2 

par le point U, la parallèle à DH et BT qui rencontre BB' en 
V, on aura 

UH — HT ° U — 2 ~~ 2 ' 

Ce point V est donc le milieu do DC. 

Décrivons une circonférence sur VB, comme diamètre, et 
supposons que le point U se déplace sur cette circonférence, 
le point I d'intersection des deux droites NU, DH engendrera 
la courbe cherchée. Cette courbe passe par le point B', 
admet la tangente à la circonférence en OV comme asymptote 
et est située au-dessus de cette droite. On peut ainsi con- 
struire la courbe trouvée analytiquement. Les mômes rai- 
sonnements s'appliquent au lieu des sommets de Q, 

Les deux courbes trouvées engendrent, en tournant, autour 
de OZ des surfaces de révolution qui sont les lieux des 
sommets de P et de Q lorsque T décrit la sphère S. 

4° Les paraboloïdes P'Q' correspondant au point T diamé- 
tralement opposé de T ont leurs paraboles principales p\ q r 
dans le plan TGT' et leurs axes sont parallèles, respective- 
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ment, à ceux de Q et de P. Cherchons l'intersection des 
paraboloïdes P et P' dont les axes passent par le point D. 
Menons par le point B la parallèle aux tangentes en T et 
T et soient M,M' les points d'intersection de cette droite avec 
la parabole p, N et N' les points analogues pour p'. Les deux 
segments MM', NN' ont leurs milieux en B, car les droites 
TB, T'B étant parallèles aux axes de p et de p' sont des dia- 
mètres. Faisons maintenant passer un cercle y par les points 
AA', MM f , ce qui est possible puisque les droites AA', MM f 
sont également inclinées sur l'axe de p. Ce cercle aura son 
centre en B. Faisons de même passer un cercle par les 
points AÀ\ NN', il aura aussi son centre en B. 11 se confondra 
donc avec le cercle y. 

Le plan perpendiculaire au cercle 0, mené par MM', est 
parallèle au plan tangent à la sphère en T; il coupe chacun 
des paraboloïdes suivant un cercle de diamètre MM'. L'inter- 
section des paraboloïdes P, P' se compose donc du cercle C 
et du cercle MM'. 

Si le point T décrit le cercle 0, le cercle de diamètre MM 
dont le centre est en B décrit toute la sphère dont y est un 
grand cercle. 

Si le point T décrit toute la sphère S, on obtient la même 
sphère. Ainsi le lieu des courbes d'intersection de P et de P' 
est la sphère de centre B, passant par le cercle C. On trouve, 
de même, que le lieu des courbes d'intersection de Q et Q' 
est la sphère de centre B' passaut par le cercle C. 

Enfin, les paraboloïdes P et Q' ou P' et Q ont leurs axes 
parallèles et leur intersection se compose du cercle C et 
d'une courbe à l'infini, et le lieu de leur intersection se com- 
pose du cercle C et du plan de l'infini. 

Note. — On peut observer que le problème se ramène à 
un problème plan, et qu'il peut se résoudre au moyen des 
propriétés suivantes : 

1° Les couples de cordes communes à une conique et à un 
cercle ont pour bissectrices des parallèles aux axes de la 
conique ; 

2° Les quatre points communs à une parabole et à un cercle 
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ont pour centre des moyennes distances un point de Taxe 
de la parabole ; 

3° Les quatre points communs à deux paraboles sont sur 
un cercle, quand les axes des courbes sont rectangulaires. 

I et II. — Il y a deux paraboles passant par les points A 
et A r et tangentes au cercle en T; l eurs axes sont parallèles 
; aux bissectrices TB et TB r de l'angle ATA 7 (première propriété), 

| et se coupent au milieu M de CT (deuxième propriété). — 

j Donc le lieu de M est le cercle décrit sur DD' comme dia- 

! mètre, D étant le milieu de GB et D f le milieu de CB\ 

i 

III. — Le sommet de Tune des parab oles est le milieu I 

de EH ; soit DB = a, DB' = a\ DI = p, B'ÎJI = u>. 

On a : 

' HF 

DI=DH + — ; DH = a'cos(o; HE = H Ttga>, 

2 

car 

o>=EtE, 

HT = a sin <*>. 
L'équation du lieu est donc 

p = d cos iù -\- a sin a> tg o>. 
On trouverait de même le lieu du sommet de la seconde 
parabole. 



IV. — Les axes des quatre paraboles relatives à deux 
points diamétralement opposés T et T' forment un rectangle 
dont Tune des diagonales est DD r . — Considérons les deux 
paraboles dont les axes rectangulaires se coupent en D ; leurs 
quatre points d'intersection sont sur un cercle (troisième 
propriété) et ont pour centre des moyennes distances le 
point D (Deuxième propriété). — La corde commune AA' a 
pour milieu C; donc la corde qui joint les deux points 
variables d'intersection a pour milieu B ; ce point B est donc 
le centre du cercle qui passe par les quatre points ; ce cercle 
est fixe. Le lieu cherché est donc le système des cercles 
ayant pour centres, respectivement, B et B', et passant par 
! A et A. X. 
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CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Koemgs, professeur à la Faculté 
des sciences de Toulouse, sur la question ££• 

... La question que j'ai proposée aux lecteurs de ce journal 
se rattache à ma Note sur les axes des quadriques insérée 
aux Nouvelles Annales de 1883. Le théorème en question y 
est démontré comme cas particulier de propositions plus 
générales; mais il est susceptible d'une démonstration simple 
et directe. 

Il s'agit donc de prouver que si Von mène les six normales 
à une quadrique aux points où elle est percée par une cubique 
gauche passant par son centre et ayant ses asymptotes parai- 
lèles aux axes principaux de la quadrique, ces six normales 
sont sur une même surface du second degré. 

Je rapporte à ses axes principaux la quadrique, dont 
l'équation sera 

xH+c- i=o - (1) 

Je laisse aux lecteurs le soin de démontrer ce fait bien 
connu, que les coordonnées d'un point de l'une quelconque 
des cubiques considérées peuvent être exprimées à l'aide d'un 
paramètre t par les formules : 

Aa 



x = 



A 4 






Ci — * 

où Aa, B(3, Gy, A t , Bj, G t sont des constantes quelconques. 
J'ai mis A, B, C en évidence aux numérateurs, en vue d'une 
légère simplification ultérieure des formules. 

Les paramètres des points ou la cubique perce la qua- 
drique sont donnés par l'équation du sixième degré 



Aa 
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-*' » Bp» <V m 

obtenue en remplaçant dans l'équation (I) x 9 y, z par leurs 
valeurs (2). Il y a donc six points de rencontre; soit (x , y , 
s,) celui qui répond à t = f , où l est racine de l'équation 
(3). La normale en ce point à la quadrique peut être repré- 
sentée à l'aide des équations : 

_ A-p 
A 



x = 



Xt 



B-p 



3 = 



G 



*• 



ou à l'aide des équations (2), ou l'on fait t = / et par suite 
x = x, 9 y = y , z = z : 

A-p 



X = a 



»=P 



A 4 — t 

B-p 



(4) 



B, — /. 

C-P 

A chaque valeur de p répond un point (x f y, z) sur la nor- 
male au point (x 0f y oy z ). 
Or, envisageons les équations : 

A-p 



x_a 



y = P 



* = T 



A, — <i 

B-P 
B t — <j 

C-p 



(5) 



Ci <J 

qui définissent les coordonnées (x, y, z), d'un point de l'es- 
pace en fonction des deux paramètres p et a. L'élimination 
de p et <j entre ces équations conduit à l'équation 

x a A t x — Aa 

y p B^ — Bp 

z y C ± z — Gy 
ce qui prouve que les points dont les coordonnées sont de 



= o, 



(«) 



38 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

la forme (S) appartiennent à une surface du second degré. 
Mais on passe des équations (5) aux équations (4) en pre- 
nant pour a la valeur t de Y une quelconque des racines de 
l'équation (3). Il est donc prouvé que la surface (6) contient 
les six normales à la quadnque aux points où elle est percée 
par la cubique considérée. 

En faisant p = o dans les équations (S), elles coïncident 
avec les équations (2). La surface (6) contient donc la cubique 
considérée. Résultat évident encore si Ton observe que la 
surface (6), ayant déjà les. six pieds des normales en commun 
avec la courbe, a encore en commun avec elle les quatre 
sommets du tétraèdre principal. 

Pour que la surface (6) se réduise à un cône, il faut et il 
suffit que les six normales concourent en un même point. 

On peut alors supposer 

A, = A, B t = B, C t = C, 
et les équations (5) deviennent 

A— o 
X z= a 

A— c 

G-p 

A toute valeur de s répond une droite représentée par 
les équations (o), p demeurant variable. Cette droite, dans 
le cas des équations (5), passe constamment, et quel que soie <j, 
par le point (a, p, y), comme on le constate en faisant p = a. 
Donc, le sommet du cône a pour coordonnées 

x = a, y = p, z -= y. 

Il est aisé de donner de la surface (6) une définition 
géométrique. 

La cubique (2) ne change pas si A, B, C, A t , B i9 C t sont 
multipliés par une même cons'ante K; il suffit de prendre 
K/ pour paramètre variable au lieu de t. Or, l'équation (6) 
ne change pas non plus, tandis que l'équation (1), au lieu 
de représenter la quadrique primitive, représente une qua- 
drique homothétique; on peut donc énoncer ce théorème : 

Envisageons des quadriques homoihé tiques et concentriques, et 
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les points où elles sont percées par une cubique gauche fixe 
circonscrite à leur tétraèdre principal commun; les normales à 
ces quadriqucs en ces points de rencontre engendrent une surface 
du second degré. 

Le cas particulier où la surface (6) est un cône a été 
étudié par Chasles, qui a démontré que si Ton a une série 
de surfaces du second ordre homothétiques et concentriques, 
les normales abaissées d'un point de l'espace sur ces sur- 
faces forment un cône du second ordre, et que leurs pieds 
sont sur une cubique gauche (*). 

La généralisation que je présente ici est trop naturelle 
pour qu'elle n'ait pas déjà été trouvée par quelque géomètre; 
malgré cela, je ne me souviens pas de l'avoir jamais vue 
explicitement énoncée.... 

QUESTIONS D'EXAMENS 

2*. — Étant donnés deux segments AB, CD, trouver le lieu 
des points d'où ils sont vus sous des angles Sgaux (ou supplé- 
mentaires). 

Cette question donne lieu à des calculs assez longs si on 
la traite par la méthode naturelle, c'est-à-dire par celle qui 
n'est que la traduction immédiate de l'énoncé proposé. 

On peut prendre une voie plus courte en considérant les 
cercles circonscrits aux triangles AIB, CID et en observant 
que les distances des centres de ces cercles aux droites AB 
et CD ont un rapport constant. 

On peut aussi obtenir immédiatement l'équation du lieu 
cherché en raisonnant comme il suit. Soient décrits les cercles 
sur AB et CD comme diamètres; on a 

CD. IH _ IC. ID 

AB. JK"~IA. 1B' ( ^ 

d'ailleurs les triangles rectangles semblables ARI, ISD 

donnent 

IA __ ID 

IR~IS' W 

l*J Rapport sur les progrès de la géométrie, p. 113. 
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Des égalités (1) et (2), on déduit 

CD . IH _ IC . IS 

IbTÏK - IB. IfT 
Mais les produits 

IC.IS, IB.IR, 
représentant, respectivement, la puissance du point I par 
rapport aux cercles A, A' ; en posant 

OC = a, OD = a' ; OA = p, OB = fî r , 
les équations des cercles A et A' sont : 
# a + y* + ^xy cos 6 — (a + a )(a? + t/ cos 6) -f- aa = o, 

x% 4- j/ a + 2a # cos ô — (P + p')( œ cos ô + y) + pp' = o* 




7- (A) 



Finalement, l'équation du lieu est 
(a— a)?/ _ ac a + t/ 2 + 2a? y CQse — "( <x + O(^+.y^0S9) + aa^ 
(P'— p)x"~tt a +2/ a +2CCi/cose— (p+^)(a?cosa-j-i/)-f-pp f 

C'est une cubique circulaire. 

Dans le cas où les angles sont égaux, les puissances du 
point I par rapport aux cercles A et A' sont égales et de même 
signe, parce que le point I ne peut, dans cette hypothèse, être 
qu'extérieur aux deux cercles, ou intérieur à l'un et à l'autre. 
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Au contraire, si les angles considérés sont supplémentaires, 
le point correspondant est extérieur à l'un des cercles et 
intérieur à l'autre. D'après cette remarque, on voit qu'il 
faut donner au premier membre de l'équation (A), successi- 
vement, le signe -f- ou le signe — , suivant que les coordonnées 
du point considéré sont de même signe que les puissances 
de ce point, ou de signes contraires. Enfin, le lieu complet 
se compose de deux cubiques circulaires et les équations de 
ces courbes s'obtiennent en affectant le premier membre de 
(À) du signe +, puis du signe — . 

Ce théorème est dû à Steiner (*) qui a fait observer, comme 
le prouve visiblement l'équation A, que ces deux cubiques, 
outre les ombilics du plan, possèdent sept autres points 
communs, savoir : 1° les quatre points donnés A, B, C, D; 
2° le point de concours des droites AB, CD ; 3° les points 
communs aux deux cercles A, A' décrits sur CD et sur AB 
comme diamètres. 

De nombreux cas particuliers découlent, comme l'a fait 
d'ailleurs remarquer Steiner, du cas général que nous venons 
d'examiner. Si les segments AB et CD sont placés sur la 
même ligne droite, les cubiques de Steiner dégénèrent en 
deux cercles, abstraction faite de cette droite. (V. loc cit.) Un 
autre cas particulier intéressant (**) est celui où Ton suppose 
que les segments AB et CD ont une extrémité commune. 
Dans ce cas la cubique possède un nœud à l'origine et 
elle admet pour tangentes en ce point les bissectrices des 
directions données; c'est une strophoïde oblique. 

En effet, en supposant a = p = o, dans l'équation (A), 
celle-ci devient 

(!~ r ?) ( x2 + yt + 2xy cos ô ) = y2 ~ xK 

Enfin, on peut observer que cette génération des cubiques 
circulaires, proposée par Steiner et qui permet de construire 



(*) Voyez Journal de Mathématiques élémentaires 1886, p. 16. 

(**) Voir sur ce sujet Journal fur die reine und andgewandte Mathe- 
matik 1885, p. 108 (Bemerkung an lâsslich des Aufsatzes von Hera O. Hermès 
ùbereine gewisse Curve dritten Grades; von P. A. Schoute, professeur à 
l'Université de Groningue). 
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ces couines par points, au moyen de deux segments capables 
du même angle, est susceptible d'être généralisée et Ton peut 
dire : 

Étant donnés deux cercles y, y et deux droites 8, 8'; le lieu 
d'un point I tel que les distances de ce point aux droites données 
soient dans un rapport K avec les puissances de ce même point 
aux cercles proposés, est une cubique circulaire. 



CHOIX DE QUESTIONS ORALES 

POSÉES AU CONCOURS POUR L'ÉCOLE DE SÀINT-ÉTIENNE EN 188i 

{Suite et fin, voir p. 8.) 



— Construire p :— 



I -f* 2C0S<0 

x 



- Dérivée de m lem# de 

x — i 

— Equation générale des hyperboles équilatères ayant un foyer donné. 



(I \cinx 
- J pour x tendant vers zéro. 



i 

— Limite de cos# sinx quand x tend vers zéro. 

— Construire x 7 -f- 41/ 2 — 41/ -f- x = o ; sommet et paramètre de cette 
courbe. 

— Dérivée de y = L tg arc cosse* . 

— Equation générale des coniques bi-tangentes à une conique aux points 
où elle est coupée par une droite. 

— Construire xy* + x 2 — 1=0. 

— Dérivée de y définie par l'équation 

y* — x y -4- arc tg — - — - = o. 

x 2 + y 2 

— Lieu des sommets d'une parabole dont on donne la directrice et un point. 

„ te 210 

— Construire p = — . — . 

r 3 — 5 sinw 

— Dérivée de y = arc tgœ* . 

— On a deux droites AC et AB qui sont les asymptotes d'une hyperbole, 
passant par deux points H et N fixes. Lieu du point A lorsque l'hyperbole se 
déplace dans le plan en passant toujours par les points M'N. 

— On donne une directrice d'une hyperbole équilatère, un point de la 
courbe et le point de rencontre de la directrice avec une des asymptotes. — 
Lieu des sommets des hyperboles équilatères. 

— Dérivée de y = sin -—. 

x 2 
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— On donne une ellipse, deux cordes rectangulaires M A. MB. On mène la 
normale MP en M à l'ellipse. — Lieu du point P quand M se déplace sur 
l'ellipse. — Démontrer que si M est fixe, P est fixe, lorsque l'angle droit 
tourne autour de M. 

— Trouver les axes en direction et en longueur dans la courbe. 

& — - V* + %xy — i = o. 

— Si A est un polynôme du 3 a degré; et si ce polynôme est cube parfait, 

démontrer que AA" — - A' — o. 

— Dérivée de L(cos# + V ' — i sinx). _ 

— Démontrer que cosa? -f- v — i sin.r = e , au moyen des développe- 
ments en série. 

sinw 

— Construire p = . 

i — 2Cos«a 

— Lieu des foyers des ellipses dont on connaît le sommet et les extrémités 
des diamètres conjugués égaux. 

— Lieu des sommets des paraboles dont on donne un point et le pied de 
la directrice sur l'axe. 

— Foyer de la conique x* — y 2 + ix — y = o. 

— Construire y = <r 3 . 

— Etudier la fonction s in [xy) — x = o. 
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Exercices de géométrie analytique et de géométrie supérieure, à l'usage 
des candidats aux Ecoles Polytechnique et Normale et à l'agrégation, par 
J. Kœhler, ancien répétiteur à l'Ecole Polytechnique, ancien directeur des 
études à l'Ecole préparatoire de Sainte-Barbe (Questions et solutions). Pre- 
mière partie; Gauthier- Villars, 55, quai des Augustins, 1886. 

Le livre de M. Kœhler comble une lacune dans le champ des ouvrages qu 
visent la préparation à l'Ecole Polytechnique, à l'Ecole Normale et à l'Agré- 
gation. On sait toute l'importance qui est attribuée, et tort justement à notre 
sens, à la composition mathématique dans les examens auxquels nous venons 
de faire allusion; mais le cours de Mathématiques spéciales est tellement 
étendu qu'il n'est pas toujours possible au professeur chargé de ce cours 
de s'attarder, autant qu'il le voudrait, dans l'exposition des exercices si mul- 
tipliés de la Géométrie analytique. Le livre de M. Kœhler, dont la première 
partie vient de paraître, est donc appelé à rendre aux candidats un bien 
réel service en leur montrant, sur des exemples très variés, l'élégance et 
la fécondité des méthodes qui conduisent à la recherche des lieux ou à la 
démonstration des théorèmes de la géométrie supérieure. 

En parcourant cet intéressant volume nous avons remarqué et nous signa- 
lons à nos lecteurs : 

1° Divers problèmes relatifs aux triangles inscrits à une conique et circon- 
scrits à une autre (chap. I, n° 1 ... 5; chap. III, n° 22, p. 76 à 87). Ces ques- 
tions sont traitées par des méthodes élémentaires sans faire intervenir le 
covariant F de Salmon ou les invariants @, ©'. C'est à cette théorie générale 
des polygones inscrits et circonscrits simultanément à deux coniques, théorie 
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dont l'idée remonte, croyons-nous, à Poneelet, que se rattache la question 
donnée aux candidats à l'Ecole Normale au dernier con ours (*}. 

2* La théorie des polygones circonscrits à une conique et dont les sommets 
se meuvent sur d'autres coniques (chap. VIII, appendice, p. 270). 

Le problème I de cet appendice a été traité par M. Darboux en faisant 
intervenir les fonctions elliptiques. Voici l'énoncé de ce problème (p. 275): 

Lorsque trois coniques U, (f), (f ) sont inscrites dans le même quadrilatère, 
si deux sommets d'un triangle circonscrit à lune d'elles glissent sur les deux 
autres, le lieu du sommet libre se compose de deux coniques inscrites dans 
le même quadrilatère que les trois premières. 

M. Darboux donne l'équation du lien; mais la différence de denx intégrales 
elliptiques s'introduit dans l'équation; il est vrai qu'il ressort de sa démon- 
stration que cette différence est nécessairement algébrique. M Kœhler donne 
(éq. F, p. 277) le moyen de former explicitement les équations des denx coni- 
ques qui constituent par leur ensemble le lieu cherché. 

Nous signalerons encore dans ce même appendice le problème 5 (p. 584) : 

Deux sommets d'un triangle se meuvent sur une conique F; deux côtés 
touchent une conique U, le troisième enveloppe une conique F' du faisceau U,F; 
trouver le lieu du sommet libre. 

Ce problème parait avoir été traité pour la première fois par Salmon dans 
le Quaterly Journal; la solution de Salmon, extrêmement laborieuse d'ailleurs, 
se trouve résumée dans l'édition française du traité des coniques de cet auteur. 

La solution de M. Kœhler est sensiblement plus simple. C'est à la suite 
(pp. 288 et 289) qu'on trouve une démonstration, qne noui croyons nouvelle, 
du célèbre théorème de Poneelet. 

Si les n côtés d'un polygone touchent une conique fixe Vetsi n — 1 sommets 
se meuvent sur une conique F, le lieu du sommet libre est une conique inscrite 
dans le même quadrilatère que les deux premières. 

Nous signalerons encore, comme nous ayant plus particulièrement frappé: 

1° V étude analytique du cercle de Brocard. 

Cette étude est faite au moyen des coordonné! s trilinéaires, qui sont les 
coordonnées naturelles de cette question. Il y a d'ailleurs longtemps, relative- 
ment du moins, que cette étude analytique a été entreprise par MM. Neuberg, 
Lemoine, etc., sans compter M. Brocard lui-même. A notre avis (et M. Neu- 
berg que nous venons de citer, partage, croyons-nous, cette opinion), l'étude 
analytique en question se fait un peu plus simplement en adoptant les coordonnées 
barycen triques. Mais, au fond, la différence des deux méthodes est peu sensible. 

2° Étude d'un système de deux coniques telles que la conique co variante F 
se réduise à deux droites (p. 222; n° 49); 

3* Étude de trois coniques formant un système harmonique; 

4° Calcul du rayon de courbure en coordonnées trilinéaires, équation du 
cercle de courbure (p. 382). 

De cette dernière formule, M. Kœhler déduit l'expression du rayon de cour- 
bure de l'hypocycloïde à trois rehaussements et retrouve le théorème que 
nous avons donné autrefois (**) : 

Le rayon de courbure en un point quelconque de l'hypocycloïde à trois 
rebrous&ements est égal à huit fois la distance du centre du cercle circonscrit 
à la tangente en ce point. 

(*) Voyez Journal, 1885, p. 180. 

{**) Journal de mathématiques spéciales, 1884, p. 176. 
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Ces citations diverses suffisent à donner une idée de l'importance du livre 
de M. Kœhler, du souffle élevé (fui l'anime, de l'abondance et de la variété 
des matériaux qui le constituent, on se plaint beaucoup, il faut avoir le cou- 
rage de le reconnaître, de la faiblesse de plus en plus marquée, dans les 
divers examens et au concours général, des compositions de mathématiques, 
principalement à Paris. On ne sait plus faire le probème; et nos élèves lisent 
de moins en moins, absorbés qu'ils sont par un cours qui est vraiment bien 
lourd, surtout pour les élèves de première année. Il faut dire aussi qu'ils 
travaillent trop les questions d'examens, et ils poussent aujourd'hui la prépa- 
ration jusqu'à la connaissance des détails les plus minutieux. Ce n'est pas là, 
assurément, la base d'une bonne instruction et nous ne pouvons croire que 
ces procédés artificiels puissent faire d'un candidat tout à fait médiocre uu 
élève de nos grandes écoles. 

Les candidats savent pourtant bien que cette préparation ne trompe personne 
et que ceux notamment qui sont appelés à les juger ont vite dévisagé ces 
médiocrités bien dressées, qui ne représentent qu'une surface facile à 
percer. On ne leur demande pas, dans les examens auxquels ils se destinent, 
de répéter, les uns après les autres, une définition plus ou moins controversée 
dans .sa forme, comme celle des irrationnelles ou des imaginaires, définition 
qui peut cesser de plaire d'une année à la suivante, ou quand on passe d'un 
juge à un autre. Non, les examinateurs ont souci de trouver en eux des esprits 
précis et droits ; sans doute connaissant bien la valeur des termes qu'ils 
emploient, mais surtout largement ouverts aux raisonnements rigoureux et aux 
méthodes générales des mathématiques. C'est qu'il est, en effet, de toute justice 
que les portes de nos grandes écoles ne se ferment pas sur ces intelligences 
d'élite, leur recrutement intéressant le bon fonctionnement des services publics. 
Que les élèves cherchent donc à voir un peu au delà du cours; qu'ils lisent 
des ouvrages comme celui que nous venons d'analyser, et nous persistons à 
penser, malgré quelques exemples qu'on pourrait nous rappeler et qui donnent 
au système que nous préconisons ici un tort apparent, que ces candidats 
trouveront, en nous écoutant, la voie la plus courte et la plus sûre pour 
atteindre le but qu'ils ont en vue. G. L. 



AGRÉGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 



Questions de mathématiques supérieures d'où sera tiré le 
sujet de l'une des compositions d'admissibilité. 

Calcul différentiel et calcul intégral. 

Propriétés des séries ordonnées suivant les puissances entières et croissantes 
d'une variable réelle ou imaginaire. Cercle de convergence. 

Développement d'une fonction d'une seule variable js, réelle ou imaginaire 
en série ordonnée suivant les puissances entières de z. Séries de Taylor et 
de Mac Laurin. Théorème de Laurent sur les développements en série. 

Définition et propriétés des fonctions z m , e r , sin s, cos s, tg z, arc sin 5, 
arc cos z 9 arc tg z. 

Propriétés fondamentales de l'intégrale Eulérienne de seconde espèce. 

iOO 



X a-i e - x a\ x . 
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Détermination de l'intégrale r (— j et des intégrales définies qui s'en dédui- 
sent immédiatement. 
Montrer que l'intégrale Eulérienne F (a) est la limite du produit 

•('+t)('+ï)('+î)-('+9 

pour n infini. Conséquences de cette propriété. 

Evaluation approchée de log F (a) pour de très grandes valeurs de la variable a. 

Formule de Stirling. 

Equation différentielle du premier ordre entre deux variables : intégrales 
générales, intégrales particulières, intégrales singulières. Démonstration de 
l'existence de l'intégrale générale. 

Intégration de l'équation dans les cas les plus simples. 

Mécanique. 

Etude, au point de vue cinématique, du mouvement d'un corps solide 
autour d'un point fixe. Vitesse des différents points de ce corps; axe instantané 
de rotation. 

Représentation géométrique d'un mouvement fini du solide considéré. 
Comparer les accélérations de ces divers points pour un instant donné. 

Mouvements d'un corps solide sur lequel agissent deux forces données et 
qui est assujetti à tourner autour d'un point fixe. Equation d'Euler. Etude 
du cas où le corps est un solide de révolution homogène dont l'axe passe par 
le point fixe; examiner en particulier les divers mouvements que ce solide 
peut prendre lorsqu'il est uniquement sollicité par la pesanteur. 

Etudier, comme second cas particulier, celui où le solide, de forme 
quelconque, n'est sollicité par aucune force extérieure. Représentation du 
mouvement; théorèmes de Poinsot; polhodie et herpolhodie. 

Mouvement d'un solide complètement libre et sollicité par des forces données. 

Equations généra es auxquelles Lagrange a ramené la résolution d'un 
problème quelconque. 

(A suivre.) 

m ■ - ■ ■ " ^^ ■ ■ — — - — ■--■ i i i ■ -■ — ...-■■ _ ■ . ,i _ M . ., . ■ . — .^^— ■ 

QUESTION 108 

Solution, par M. J.-T., élève de Mathématiques spéciales. 



On donne un triangle rectangle isoscèle AOB, et on lui circonscrit 
un cercle et une hyperbole équilatère variable. Ces deux courbes 
ont alors en commun trois points fixes et unpoint variable. Par 
ce dernier, on mène la tangente au cercle. Lieu du point d'inter- 
section de cette tangente avec les parallèles menées par le sommet 
de V angle droit aux asymptotes de l'hyperbole correspondante. 

Je prends pour axe des x une parallèle à l'hypoténuse 
menée par le sommet de l'angle droit et pour axe des y une 
perpendiculaire à cette droite. Soit a la distance de l'origine 
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à l'hypoténuse, l'équation du cercle circonscrit du triangle est 

x% + y % — 2a y = °- 
L'équation d'une hyperbole équilatère passant par les 

points A, B, est 

x * -f* y* — 2a y — 2 (y — a )(y — mx ) = °* 

Elle coupe le cercle en un point qui est sur la droite 

, , ïam . 2am* 
y — mx = o et qui a pour coordonnées et 



i + m* i +m* 
La tangente au cercle en ce point a pour équation 

ïam , ( ïam 2 \ ïam 2 

x — ; — - 4- yi — i ; — a ) — ° — ; — : =- ° 

i + m 2 ^ * \ i + m 2 / i + m 2 

ou m 2 (y — 2a) + imx — y = o. (1) 

L'équation des directions asymptotiques de l'hyperbole est 

x 2 — y 2 -J- 2tnxy = o. (2) 

Il n'y a plus qu'à éliminer m entre (1) et (2). Tirant m de 
la seconde et portant dans la première, on a l'équation du lieu 
y (y 2 — 3x 2 )(x 2 + y 2 ) — 2a(y 2 — x 2 ) 2 = o. 
Pour construire la courbe représentée par cette équation, 
je pose y = tx et j'en tire 

_ 2fl _ {t 2 — i» _ ia {i 2 — \) 2 
X ~ r+7 2 ~~ t(t 2 — 3)' V ~ i + t 2 t* — 3 * 
La courbe est symétrique par rapport à l'axe des y. Les 
valeurs d'à; et d'y deviennent infinies pour 

f = ±l/3. 
La différence _ 

devient — pour / = 1/3 et la somme 

devient — pour t = — y/ 3. 

La courbe présente donc deux asymptotes réelles : 

, a 

y = — ,rv/3 +-T- 
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Il y a en outre une asymptote parallèle à Taxe des x qui 
est donnée pour t = o 

mm» = - t- 

La courbe^ présente un point quadruple à l'origine, les 
tangentes étant les bissectrices des angles des axes. Elle 
coupe l'axe des y au point d'ordonnée ia et la tangente en 
te point est une parallèle à l'axe des 'x. 

Nota. — La môme question a été résolue par M. Marchis, à Rouen. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



T- 



189. — Construire les courbes représentées par l'équation 

log x + tang (- + x\ 

y = ' 

log x -f- tang (- + x\ 

où les signes se correspondent. (S. Realis.) 

190. — On considère deux points fixes A, B ; un angle 
droit uov pivote autour d'un point fixe et l'on considère 
les deux paraboles P et Q qui, passant par A et B, ont pour 
axes, respectivement, ou et ov. 

Trouver le lieu décrit par les deux autres points qui sont 

communs à P et à Q. 

On examinera le cas particulier où le point est situé 
sur la perpendiculaire élevée au milieu de AB. (X.) 



Erratum. — P. 12. lig. 15, et p. 13, lig. 9 (en remontant) au lieu de cercle 
de courbure /, il faut lire demi-cercle de courbure ; cette erreur m'a été 
signalée par M. Maurice d'Ocagne. Je reviendrai d'ailleurs, dans le prochain 
numéro, sur les constructions en question qui sont, comme Tu remarqué 
M. d'Ocagne, susceptibles d'une notable simplification. 

Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHA1X. 
RUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 2326-6. 
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LA PREMIÈRE LEÇON DE CALCUL INTÉGRAL 

Par M. €}. de Longchamps. 

[Suite, voir p. 25.) 



Théorème III. — La limite de U est une fonction de X 
dont la dérivée est identique à f (X), 

Après avoir montré que la fonction U a une limite, nous 
pouvons lui donner un nom et la représenter par un sym- 
bole. 

Nous dirons donc que U est Yintégrale définie de /"(X), 
dans les limites (x , X) et nous ferons la convention de 
représenter cette limite par la notation 

f(x)dx. 



r 

X 


Nous écrirons donc 



lim U = l f(x)dx. 



T o 



Dans cette formule U a la signification que nous lui avons 
donnée plus haut, dx désigne l'un quelconque des inter- 
valles 

On peut d'ailleurs supposer que ces accroissements sont 
égaux, puisque, comme nous l'avons prouvé, la limite est 
indépendante de la loi d'insertion des moyens, pourvu que 
chaque différence tende vers zéro. Il faut donc supposer 
simplement que dx est une quantité variable tendant vers zéro. 

L'expression 

J f(x)dx, 

x o . 

par sa définition même, est nulle quand X = x ; de plus, 
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c'est une fonction de X. On peut donc la représenter par 

F(X) - ¥(x.) 
en posant 

f X f(x)dx k F(X) - F(x ). (a) 



x o 



Nous voulons démontrer que nous avons 

F(X) = /'(X). 
L'identité (a) donne, par un changement de notation, 

/X+AX 
frx)dx k F(X + AX) - F(X). 

X 

Considérons maintenant l'intervalle 

X, X + AX, 
et, dans cet intervalle, insérons les moyens 

D'après la définition même, donnée tout à l'heure, de l'inté- 
grale définie, nous pouvons écrire 

f X+ * V (*) dœ = F(X + AX) - F(X) 

x 

= lim { (Ç,-X)AX)+ ... +(X + AX -&)/&){. 
Soit M la plus grande des quantités 

AX), /&)._..AW; (6) 

nous avons donc 

# F(X + AX) — F(X)<M&-X+ ... + X+AX— Ç f ), 

ou, en tenant compte des simplifications, 

F(X + AX) — F<X) < M . AX. (1) 

De même, soit M' la plus petite' des quantités (6); nous 
avons alors 

F(X + AX) — F(X) > M' . AX. (8) 

Des inégalités (7) et (8) nous déduisons 

M'< F(X + A S" F(X) <M. 

Si nous passons à la limite, AX tendant vers zéro, toutes 
les quantités (6) ont pour limite commune /"(X); concluons 
donc que 

, F(X + AX) — F(X) 
/'(X) = lim K ^ ' U = F( X). 
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Après l'exposé qui précède, les difficultés auxquelles nous 
avons fait allusion au début de cette note disparaissent; 
l'intégrale définie se trouve rigoureusement établie et Ton 
peut, en se plaçant au point de vue du problème des quadra- 
tures, donner l'interprétation géométrique qu'elle comporte. 



SUR LE POINT DE STEINER 

Par M. <!• NFeuberg, professeur k l'Université de Liège. 

[Suite, voir p. 28.) 



6. — On peut rattacher au point de Steiner deux autres 
points remarquables du plan k t k 2 k 3 ; ce sont ceux qui, avec 
R, sont les sommets d'un triangle inscrit à l'ellipse s et ayant 
pour centre le centre de gravité, le point G. 

A cet effet, considérons, d'abord, un triangle équilatéral 
k t k % k a . Sur la circonférence circonscrite, et dans le même 
sens, prenons trois arcs égaux A^, A 2 E 2 , A 8 E,. Il est facile 
de voir que les faisceaux E^A^AJ, E^AjA^), E^A^A^) 
ont leurs rayons homologues parallèles. 

En généralisant la réciproque de cette propriété au moyen 
d'une projection cylindrique, on trouve le théorème suivant : 

Étant donné un triangle quelconque A^A,, le lieu d'un point 
E t tel que les parallèles aux droites EjA^ E^, EjA, menées 
respectivement par A 8 , k i9 A 2 concourent en un même point E 2 , 
est Vellipse e circonscrite à k t k 2 ^ s et ayant pour centre le 
centre de gravité de A^Aj. Les parallèles à E t k u E,A„ E 3 A, 
menées respectivement par A 2 , A 3 , A t concourent également en 
un même point E 3 de Vellipse e. Les triangles E t E 2 E„ A t A t A 8 
ont même centre de gravité (*). 

Le point de Steiner étant situé sur l'ellipse e, on a le cas 



(*) Une projection conique conduit à cette nouvelle généralisation : 
Étant donnés un triangle quelconque A,A 2 A 3 et une conique circonscrite U 
dont le pôle et Vaxe dhomologie par rapport à A,A 2 A 3 sont désignés par L 
et 1, les droites joignant À„ A 2 , A 3 à un point quelconque E, de U rencontrent 
1 en trois points a, |3, 7 • les droites A 2 a, A 3 /3, A,y, concourent en un même 
point E 3 de U, et les dioites A 3 a, A,/3, A 2 y en un point E 2 de U; le pôle 
et l'are d'homologie de U par rapport au triangle E^E, sont encore L et I. 
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particulier que voici: Si par les sommets A 2 , A 8 , A { d'un 
triangle on mène des parallèles aux droites A t R, A 2 R, A 8 R 
(ou à BjB„ B^, B l B 2 ), ces parallèles concourent en un même 
point p'; de même, les parallèles menées par A 8 , A t , A 2 auœ lignes 
A t R, A 2 R, A 8 R concourent en un point p. Le triangle Rpp' a 
même centre de gravité que A^A^. 

La droite pp f étant parallèle à la tangente menée par R à 
l'ellipse, est perpendiculaire à la droite qui joint R au point 
symétrique de H par rapport à G. 

Les directions des côtés des triangles Aj A 2 A 8 , B^B,, faisant 
des angles égaux avec un axe de e, on voit sans peine que les 
parallèles aux côtés a t , a 2 , a â du triangle A t A 2 A 8 , menées res- 
pectivement par B 2 , B 3 , B, ou par B 8 , B t , B 2 concourent en 
deux points x', x : les triangles B t B 2 B 8 , Kxx' ont même 
centre de gravité et sont inscrits à une même ellipse. 

En faisant intervenir le point N, on peut donner, des 
résultats précédents, cet autre énoncé: Il existe dans le plan 
de tout triangle A^Ag un point N tel que les perpendiculaires 
abaissées A i9 A 2 . A 8 ou de A 3 , A t , A 2 ou de A 2 , A 3 , A A concourent' 
respectivement en trois points R, p, p r . Les points N et R sont 
situés sur le cercle A^A,,, et les triangles A t A 2 A 3 , Rpp' ont 
même centre de gravité. 

Les angles des faisceaux R(A 1 A 2 A 3 ), p(A 8 A 1 A 2 ), p'(A t A 2 A 8 ) 
étant égaux aux angles du triangle A 1 A 1 A 8 , on peut déter- 
miner les points p, p' par une construction offrant la plus 
grande analogie avec celle des points de Brocard. On sait que 
ceux-ci sont à l'intersection des arcs des segments capables 
des angles tc — A lf ou — A 2 , -k — A 3 construits sur a 2 , a 8 , a t 
ou sur o 8 , a u a 2 . Les symétriques de ces circonférences par 
rapport aux côtés correspondants de A t A 2 A 3 se coupent res- 
pectivement en p et p'. 

Les coordonnées barycentriques des points p r , p sont: 



o§ — a\ a\ — a\ a\ — a\ ' 



i 



« ? 





i 




a\ 


i 


a\* 


a \ 




a\ 



a 2 _ a | a | _ fl 2 fl 2 _ fl 2 



(A suivre.) 
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SUR LES COURBES PARALLELES 

ET QUELQUES AUTRES COURBES REMARQUABLES 
Par M. Ci. de Longchamps. 

[Suite, voir p. 11.) 



Les constructions (*) indiquées dans les deux paragraphes 
précédents sont susceptibles d'une notable simplification qui 
m'a été signalée par M. d'Ocagne et que je vais faire connaître. 

42. — Prenons d'abord les anli-développées. Soient w le 
centre de courbure de la 
courbe proposée U, p celui 
de la développée W. Sur a>p 
comme diamètre, décrivons 
le cercle y r ; celui-ci coupe le 
cercle y décrit surwl comme 
diamètre en un point/"; la 
parallèle menée à I<o par f 
coupe y en un point G qui 
appartient à la tangente en 
I à Tanti-développée. 

De cette construction, in- 
diquée par nous, on peut 
déduire que la normale en 
I à Fanti-développée passe par le point p' symétrique de p 
par rapport à <o. 

En effet, les trois points p, /', I sont en ligne droite; les 
angles î et 2 sont égaux, puisque top' = <*>p. Par suite on a 
3 = 2; la droite o>G étant perpendiculaire surGl, la parallèle 
p'Iest, elle aussi, perpendiculaire sur cette droite; p f I est donc 
la normale à Tanti-développée. 

43. — Considérons maintenant les courbes Ç que Ton 




(*) Je veux parler des constructions rectifiées conformément à l'erratum 
publié à la dernière page du numéro de février. 
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déduit, comme nous l'avons dit plus haut (§ 41), d'une 
courbe donnée U, en portant le rayon de courbure sur la 
tangente correspondante. 

Soit U la courbe proposée ; nous prenons sur U un point A 
et nous traçons la tangente 8 et la normale A<o, en ce point 
À. Ayant pris le point p, centre de courbure en <o de la 
développée V, nous décrivons, sur top comme diamètre, un 
cercle y et nous joignons les points J et w; cette dernière 
droite coupe y' en un point M'. Nous avons démontré que la 
tangente en J à la courbe Ç était tangente au cercle cir- 
conscrit au triangle AM'J. 
Cette construction conduit à une conséquence remarquable 

qui est la sui- 
vante : la nor- 
male en J à la 
courbe £ passe 
par le point p', 
symétrique de p 
par rapport à la 
parallèle, me- 
née par J, à la 
noi % male à U, au 
point considéré 
A. 

En effet, prolongeons pM' jusqu'à sa rencontre en K avec Aa>, 
le quadrilatère A JM'K est inscriptible ; par suite, le centre du 
cercle circonscrit au triangle AM'J est situé au milieu de JK. 
La droite JK est donc la normale à la courbe Ç, d'oîi Ton 
coilclut, en observant que, wK = a>p, que en retranchant du 
rayon de courbure o>A le rayon de courbure o>p de la développée, 
on obtient un point Kpar lequel passe la normale à la courbe Ç. 
On voit aussi qu'en prenant, comme le propose M. d'Ocagne, 
J'p r = pj f , on a i = 2; mais a = p; d'ailleurs le quadrilatère 




*~* >»* 7C 



JJ'pM' étant inscriptible i -f a = -; on a donc r -j- 2 +<x+p 

4 

= -, d'où l'on conclut finalement p'JK = -. La droite Jp' 

2 2 

est donc la tangente à la courbe Ç. 
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C'est, croyons-nous, en reprenant les problèmes que nous 
nous 80 m mes posé dans les paragraphes 40 et 41, et en 
leur appliquant une formule de Newton (*), formule dont il 
a d'ailleurs fait connaître plusieurs transformations qui la 
rendent plus pratique et plus commode (**), que M. d'Ocagno 
a relevé Terreur qui nous avait fait confondre le rayon du 
cercle osculateur avec son diamètre, et qu'il a été conduit 
aux deux constructions très élégantes que nous venons 
d'établir différemment, en prenant pour base de nos raison- 
nements ce principe si fécond des transversales réciproques. 

(A suivre.) 



SUR LA SECTION PLANE D UNE SURFACE 

DE RÉVOLUTION ET LE THEOREME DE VILLARCEAU 
Par M. Powjade, professeur de mathématiques spéciales au Lycée de Lyon. 



Quand une surface de révolution dont on connaît le mé- 
ridien est coupée par un plan, on sait que la section se 
construit par points de la manière suivante ; 

I. — Supposons que le plan coupe l'axe en C, prenons 
le plan méridien perpendiculaire au plan sécant pour plan 
du tableau et 
rabattons -y la 
section autour 
de sa trace GP. 
En un point m 
de CP se projette 
sur le tableau 
un point M de la 
section, si tué sur 
le parallèle "de 
trace MK per - 
pendiculaire à Taxe CZ rencontrant le méridien en K. On a 




(*} Voyez Journal, 1880, p. 433. 

I**) Voyez, sur ce sujet, divers articles de M. d'Oc&gne dans les Nouvelles 
Annales, dans Mathesis et dans ce journal même. 
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d'ailleurs CM = CK; donc élevant en m la perpendiculaire 
à GP et décrivant Tare de cercle de G comme centre et rayon 
GK, il coupe cette perpendiculaire au point M t , rabattement 
de M. 

Application. — La méridienne est un cercle de centre 0, 
la perpendiculaire abaissée de sur l'axe a son pied en C 
et GP est tangente à cette méridienne, le plan considéré 
est alors bi-tangent au tore. Envisageons toujours la con- 
struction du rabattement M t du point M situé sur le paral- 
lèle de trace wiK, l'équivalence des deux triangles OGK, 
OGm donne en abaissant de G sur OK la perpendiculaire CD 
OK X CD = Cm X OP, donc CD = Cm. Par suite les deux 
triangles CKD, GmM t sont égaux ainsi que leurs angles 
aigus en M A et K. Elevons en C sur GP une perpendiculaire 
CI = OP, en sens contraire de mM 1? les deux triangles ICM t 
et OGK sont égaux et IM t = OC ; donc le lieu de M t est un 
cercle de centre I et rayon OC. Il y a un deuxième cercle 
symétrique par rapport à GP. 

II. — Pour construire la tangente à la section au point M,, 
observons que la normale à la surface en M se projette 
sur le plan sécant suivant la normale à la section. Si donc 
nous menons la normaleà la méridienne en K, soit K.N cou- 
pant l'axe en N, si nous projetons ce point sur GP en N n 
MjNj est la normale à la section et M 1 T 1 perpendiculaire 
donne la tangente. 

Application. — On en pourrait déduire que dans la sec- 
tion du tore par uu plan bitangent, la normale en un point 
M, va passer par un point fixe I. 

On peut aussi obtenir cette propriété moins connue : Un 
cercle situé sur le tore dans un plan bitangent coups tous les 
méridiens sous le même angle. 

Remarque. — Quand un plan sécant est parallèle à l'axe il 
faut envisager Je rabattement du parallèle wiK pour connaître 
wM et construire M Jt La tangente se construit toujours 
comme ci-dessus. 
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SUR UN NOUVEAU (*) CERCLE REMARQUABLE 

DU PLAN D'UN TRIANGLE, 
Par M. Ct. de Longchamps. 



1. Définition du cercle A. — Imaginons un triangle 
ABC et du point À comme centre, avec a pour rayon, décri- 
vons un cercle A a ; il existe un cercle A coupant orthogona- 
lement les trois cercles A a , A 6 , A c ; c'est ce cercle A que nous 
avons ici en vue. 



2. Equation cartésienne de A. — Si nous prenons le 
sommet C pour origine et les côtés GB, CA pour axes des x 
et des #, des calculs bien simples, mais que, pour abréger, 
nous supprimons, conduisent à l'équation 

x% 4" V % + 2X V cos C — zcx cos B — 2cy cos A -f- c*= o. (1) 
On vérifiera d'ailleurs immédiatement que la puissance des 
points A (o, b) , B (a, o) , C (o, o) est égale, respectivement à 
«', 6 a , et c 2 ; l'équation (1) représente donc bien le cercle 
orthotomique aux trois cercles A a A& A c imaginés plus baut. 

3. Équation de A en coordonnées barycentri- 

ques. — On sait qu'en désignant par a, p, y l es coordonnées 
barycentriques d'un point M, situé dans le plan du triangle 
ABC, c'est-à-dire, en grandeur et en signe, les aires des 
triangles MBG, MCA, MAB, l'équation générale des cercles 
est 

( a + P + ï) ( wa + V P + w i) — a *fa — ^* a Y ~ ci *? = °- (A) 
Dans ce système de coordonnées, et c'est un des motifs qui 

nous le font préférer à celui des coordonnées trilinéaires, les 

(*) Je yeux dire, bien entendu, que je le suppose nouveau, mais il est très 
possible qu'il ait été déjà entrevu. 

On sait que la géométrie élémentaire moderne s'est enrichie de propriétés 
diverses et fort intéressantes par l'introduction d'éléments nouveaux dans la 
Géométrie du triangle. Tels sont notamment : le^cercle de Brocard, le premier 
et le deuxième cercle de Lemoine, le cercle de Taylor, etc. Cette géométrie 
commence à être très connue et M. Vigarié, dans un prochain article, fera le 
résumé des principales définitions et des plus importantes propriétés qui la 
constituent. 

JOURNAL DE MATH. SPBC. 1886 3. 
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paramètres «, v, w qui déterminent un cercle quelconque ont 
une signification géométrique immédiate et bien remarqua- 
ble; ils représentent, respectivement, les puissances des 
sommets du triangle par rapport au cercle considéré. 
On peut vérifier ceci, en prenant l'équation 

x 

x * + y* + 2X v cos c -) — (v — w — a a ) 

+ | (u — w — b*) + w = 0, 

laquelle représente un cercle tel que les puissances des 
points A B, G soient respectivement u, v, w. 
En la transformant en coordonnées barycentriques .au 

moyen des formules : 

<x -4- S -f- y 
2a = ay sin G, 2£ = bx sin G, — — — ■ — - = i , 

— ab sin G 

2 

on obtient l'équation (A). 

Dans cette manière d'envisager les cercles qui appartiennent 

au plan d'un triangle, en prenant 

u =f (a, 6, c), v— f(b, c, a), w = f(c, a, 6), 

on obtient un cercle remarquable associé à ce triangle. Celui 

que nous étudions dans cette note correspond à l'hypothèse 

particulière 

u = a 2 , v = 6 2 , w = c 2 . 

En coordonnées barycentriques, l'équation de A est donc 

(a + & + y) ( a * a + 6 *P + c 'ï) — a fr — 6 * a Y — c * a P = o. 
Nous reviendrons d'ailleurs, un peu plus loin, sur cette 

égalité remarquable. 

4. Détermination du centre de A. — Les coordon- 
nées du centre vérifient les équations 

x + y cos G — c cos B = o, 
x cos G + y — c cos A = o. 

La première représente une droite perpendiculaire à GB et 
passant par le point (a, — 6), c'est-à-dire par le sommet A' 
du triangle A'B'C' obtenu en menant par les sommets du 
triangle proposé des parallèles à ses côtés. 

Concluons donc que le centre de A est V orthocentre de A'B'C' ; 
nous pouvons dire aussi que le centre de A s'obtient en pre- 
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nant le symétrique de V orthocentre de ABC par rapport au centre 
du cercle circonscrit à ce triangle. 

5. Calcul du rayon de A. — Le discriminant U de 
l'équation (1) est égal à 

i cos C — c cos B 

cos G i — c cos A 

— c cos B — c cos A c* 

d'où U = c f (i — cos* A — cos" B — cos* C 

+ 2 cos A cos B cos C). (2) 

D'ailleurs on a 

cos* A + cos* B + cos 8 C -j- 2 cos A cos B cos C = i , (3) 
et, par conséquent, 

U = 4c* cos A cos B cos G. 

En désignant par p le rayon de A, la formule connue 

p f sin* G -f- U = o 
donne, dans le cas présent, 

p* = — 1 6R* cos A cos B cos C, (B) 

formule dans laquelle R désigne le rayon du cercle circonscrit 
à ABC. 

On sait (*) qu'en désignant par p f le rayon du cercle con- 
jugué à un triangle, p f est donné par la formule 

p'* = — 4R* cos A cos B cos G ; 
on peut donc dire que le rayon de A est égal au diamètre du 
cercle conjugué. 

On voit aussi, d'après ce résultat, que A, comme le cercle 
conjugué, est imaginaire lorsque le triangle n'a que des 
angles aigus; il se présente sous la forme d'un point, au 
moment où ABC est rectangle, ce point étant symétrique du 
sommet de l'angle droit par rapport au milieu de l'hypoténuse; 
enfin, si le triangle possède un angle obtus, le cercle A 
existe réellement. 

6. Autre expression du rayon. — Les équations 
(2) et (3) donnent encore 

U = 2c*(i — cos 2 A — cos B* — cos* G), 
ou U = 2c*(sin* A -f- sin* B -|- sin* G — 2). 

(*) Voyez Kœhler, Exercices de Géométrie analytique, p. 173. 
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On a donc 

p» sm a G = 20^2 ^ j 

ou, finalement, 

p a = i6R a — 2(o a + 6* + c a ). 

Cette forme remarquable permet de construire p par un 

tracé très simple, et sur lequel il est inutile d'insister ici, 

lorsque Ton a 

a *-|-> + c a < 8R a , 

inégalité qui est vérifiée, comme nous l'avons observé tout 

à l'heure, toutes les fois que le triangle donné possède un 

angle obtus. 

7. Réflexions générales. — Le fait que nous venons 
de constater et duquel il résulte que A cesse d'exister pour 
les triangles qui n'ont que des angles aigus, entraîne une 
conséquence qu'il est bon d'observer avant de pénétrer plus 
profondément dans l'étude de A. Puisque A est un cercle 
imaginaire quand ABC n'a pas d'angle obtus, A ne saurait 
passer par aucun point remarquable, ni être tangent à 
aucune droite ou cercle remarquable du plan du triangle, 
si l'on suppose du moins que cet élément (point, droite ou 
cercle) soit ce qu'on pourrait appeler un élément unicursal, 
c'est-à-dire quelque chose qu'on obtient par une construction 
aboutissant à ce seul élément; ou, si l'on préfère la traduc- 
tion analytique de notre pensée, par un tracé dépendant 
d'une équation du premier degré. 

En effet, si A pouvait passer, par exemple, par un pointa) 
dont l'existence serait certaine, et ne dépendrait pas de la 
forme du triangle, A serait un cercle toujours réel, ce qui 
n'est pas. 

Ces sortes de propriétés sont donc interdites au cercle A; 
mais il n'en est plus de même de celles qui ressortent des 
équations du second degré et nous allons maintenant en 
montrer quelques-unes (*). 

(A suivre.) 

(*) 11 est probable que cette note donnera lieu à des réflexions diverses; 
mais je désire, pour un motif trop naturel, qu'elles ne me soient pas commu- 
niquées ayant la publication complète du présent article. 
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VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LÀ REGLE 

ET DE L'ÉQUERRE 
Par M. &• de Ijongchamps* 

[Suite, voir p. 8.) 



CHAPITRE VIII (*) 

LE TRACÉ DES CUBIQUES 

La cissoïde de Dioclès et la duplication du cube (**). 

91. Génération normale de la cissoïde. — Soient 
A et A' deux droites parallèles et AB une perpendiculaire 
commune ; par A menons une transversale AD, puis, du 
point B abaissons une per- 
pendiculaire BG et prenons 
enfin AI = CD (***). Le 
lieu décrit par le point I, 
quand AD tourne autour de 
A, est une courbe imaginée 
par Dioclès et qu'on nomme 
la cissoïde. 

En posant 
AI=p, DAB = o>, AB = d, 
on trouve immédiatement 



d sin 1 



0) 




P 



COS 0) 

c'est l'équation polaire de la cissoïde, 



Fig. 63, 



(*) Voyez les sept premiers chapitres traitant de sujets élémentaires dans 
le Journal de Mathématiques élémentaires. 

(**) Il va sans dire que le problème de la duplication du cube ne ressort 
nullement de la géométrie de la règle ; nous n'en parlons ici qu'incidemment 
à propos de la cissoïde qui doit, à ce problème fameux, sa première renommée. 

(** *) Il est bien entendu qu'en écrivant AI = Cl), nous voulons exprimer 
non seulement que les segments AI et CD sont égaux, mais aussi qu'ils ont 
la même direction. 
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En prenant AB pour axe des x, A pour axe des y, l'équa- 
tion précédente donne 



y* = 



x* 



d — x 

c'est, dans le système d'axes adopté, l'équation cartésienne 
de la cissoïde. 

La génération précédente n'exige, comme on le voit, que 
l'usage de la règle et de l'équerre ; car (§ 26) nous savons 
porter un segment donné CD sur sa direction, en prenant 
pour origine un point quelconque A. Mais nous allons faire 
connaître d'autres constructions, point par point, de la cis- 
soïde, qui se prêtent mieux que la précédente à l'emploi de 
la règle et de l'équerre. 

92. Générations diverses de la cissoïde* — 1° Pre- 
nons encore les deux parallèles A, A', puis effectuons avec elles 



,<- — 




Fig. 64. 



Fig. 65. 



la construction (i, 2, 3, fig. 64) (*). On obtient un point I 
qui décrit évidemment une cissoïde. 
On peut présenter cette construction, dans une forme un 



(*) Pour abréger, nous convenons de désigner ainsi une construction effec- 
tuée avec ia règle et l'équerre dans l'ordre marqué par les chiffres qui sont 
placés sur la figure; de plus, pour éviter toute ambiguïté nous indiquerons 
les angles droits par un petit arc de cercle. Enfin, dans les constructions qui 
ont pour objet la génération de certaines courbes, c'est la transversale 1 que 
nous supposerons mobile; elle détermine la mobilité des autres droites 2, 
3, etc. 
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peu différente, en effectuant la construction (1, 2, 3, fig. 6S). 

2° Aucune construction ne peut, croyons-nous, dépasser en 
rapidité celles que nous venons d'indiquer et qui n'exigent, 
pour la détermination d'un point de la cissoïde, que trois 
mouvements de la règle ou de l'équerre ; mais en voici une 
qui, bien que plus compliquée, offre un intérêt particulier ; elle 
permet, en effet, de construire une cissoïde dont l'asymptote 
A r ne peut être placée dans les limites de l'épure. 

Soient 0, 0', 0" trois points en ligne droite ; on fait la con- 
struction (1, 2, 3, 4, 5, fig. 66); le point I décrit une cissoïde, 
quand la transversale 1 est supposée mobile. 

En effet, si nous posons 

0*1 = p, IO'ac = a), 00' = d, O'O" = (f, 

OMO' = 0"MI = a, 
nous avons 

MO* = (d + d) sin o>, et p == (d -f- d') sin a> tg a. (1) 

D'autre part, le triangle OMO' donne 

d MO (d + d') cos a> 



sin a sin (a -f- <*>) s i n a cos w ~f~ s ^ n w cos a 



(2) 




Fig. 66. 

Si nous éliminons a entre (1) et (2) nous obtenons 

d(d + d') sin 2 a) 

p = — - ; » 

r d cos o) 

c'est bien l'équation de la cissoïde donnée plus haut. Le 
point 0" est le sommet de cette cissoïde et la distance du 




0' 
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point o" à l'asymptote de la courbe est égale à h 

_ d (d+ d') 
h- - 

En supposant que d' est suffisamment petit on voit que cette 

longueur h peut être aussi 
grande que Ton voudra et Ton 
pourra construire la cissoïde, 
dans le voisinage de son som- 
met, sans avoir besoin de 
connaître l'asymptote de la 
courbe. 

3° Prenons deux points o, 
0';la construction (1, 2, 3, 4, 
ftg. 67) donne un point I ; ce 
point décrit une cissoïde, 
quand la transversale \ tour- 
ne autour du point 0. 

Il serait de peu d'intérêt, 
croyôns-nous, de multiplier ces constructions qui varient à 
l'infini; nous avons choisi les précédentes parmi celles qui 

offrent le plus d'intérêt et de 
simplicité, et nous allons 
M' maintenant nous occuper du 
tracé de la tangente à la 
cissoïde. 

93. Tracé de la tan- 
gente. — Considérons deux 
transversales À G D , A C D f 
et prenons sur ces droites 
AI = CD, AI' = CD' ; les deux 
points I et F, ainsi obtenus, 
sont deux points de la cis- 
soïde. Les deux droites C'C et 
FI sont deux transversales 
réciproques, dans le triangle 
ADD r ; on peut donc dire que 
les points M et M' sont symétriques par rapport au milieu 




Fig. 68. 
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de DD'. Si nous supposons maintenant que la transver- 
sale AC'D' vienne se confondre avec ACD, la droite II', par 
définition, a pour position limite la tangente, au point 1, 
à la cissoïde et, d'autre part, CC devient, à la limite, la 
tangente au cercle au point G. 

De cette remarque résulte une construction de la tangente 
à la cissoïde; cette construction est indiquée sur la figure 
ci-dessous. Pour obtenir la tangente Ij/ , on a pris Dja = Dja. 

Pour simplifier les explications, et aussi pour les rendre 
plus faciles à saisir, 
nous avons tracé, dans 
ces deux figures, le 
cercle qui admet AB 
pour diamètre ; mais y 
il va sans dire que le 
tracé de ce cercle n'est 
pas nécessaire; et cette 
remarque a son im- 
portance, dans un 
livre où nous nous 
interdisons l'emploi 
du compas. 

La cissoïde oblique 
donne lieu à une gé- 
nération analogue et 
le tracé de la tangente 
en un point pris sur 
cette courbe résulte 
immédiatement de 
l'application du théo- 
rème des transversales Ftg - 69t 
réciproques; mais nous aurons occasion de retrouver cette 
courbe quand nous nous occuperons des cubiques cir- 
culaires. 

(A suivre.) 
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QUESTIONS D'EXAMENS 



3. — Construire, point par point, la courbe U qui correspond 

à V équation 

__ i 

La discussion de cette équation prouve que la courbe a la 
forme générale indiquée par la figure ci-dessous. 
La construction de la courbe, point par point, peut se faire 




très rapidement en considérant U comme transformée d'un 
cercle au moyen des formules : 

x = X, t/Y = i. 
A la courbe U correspond un cercle A décrit du point (o, i) 
comme centre avec un rayon égal à l'unité donnée. L'équation 
de A est, en effet, 

X»-f (Y- i)« = i. 
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A un point À r de A correspond sur U un point A et Ton a : 

MA . MA f = Oco». 

D'après cela, si Ton considère les droites PQ, P'Q'.(t/ = i, 
y = — t) j les quatre points A, A'; a, a' sont conjugués har- 
moniques. 

Cette remarque permet de construire la courbe point par 
point, par un tracé simple et élégant. 

On peut aussi observer que les tangentes aux points À, A r 
coupent Taxe ox en deux points T, T' symétriques par rap- 
port à M. 

Cet f e propriété remarquable, permettant de construire U 
tangente par tangente, se reconnaît immédiatement en prenant 
deux points voisins sur U et les points correspondants sur A. 

(A suivre.) 

^^ i ■ - 

CONCOURS POUR LES BOURSES DE LICENCE 



(1" JUILLET 1885.) 

*• — Discuter la courbe représentée par l'équation 

(x* — 5# 3 + 4)y i — ^xy -+- x 1 = o. 

2. — Reconnaître la nature des différentes surfaces représentées par 
l'équation du deuxième degré 

& + y 2 + hz 3 -f- 2.axz -+- 2byz + icz = o 
quand les coefficients h, a, 6, c prennent toutes les valeurs possibles. 

Déterminer les sections circulaires de ces surfaces. 



QUESTIONS 38 ET 40 (*) 

Solution par M. Théogène Alexandre, élève de Mathématiques spéciales 

au Lycée d'Angers. 



On considère une ellipse E rapportée à ses axes 

par les sommets on fait passer une infinité de coniques S et l'on 

(*) C'est par erreur que la question 40 a élé .proposée ; elle est identique 
à la question 38. On arrive immédiatement au résultat en observant que 
l'exercice proposé revient au suivant : On donne une ellipse E ; soit A un 
point de celle courbe. A' le symétrique par rapport à l'un des axes. La tan- 
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imagine une tangente commune à E et à S. Le point de contact de 
cette droite avec S décrit un lieu géométrique; on construira ce 
lieu qui est une courbe du quatrième degré et Von indiquera les 
points qui proviennent d'une ellipse S, ou d'une hyperbole S. 

(G. L.) 

L'équation de l'ellipse E étant mise sous la forme 

ay + ¥x % — a % b % = o, (1) 

l'équation de Tune quelconque de ces coniques S sera 

a*y % + 2lxy -f b*x 2 — a a 6 a = o. (2) 

Soit une tangente à E 

bx cos <p + ay sia © — ab = o. (3) 

En écrivant qu'elle est tangente à (2), on a la condition 

X(X — 2ab sin © cos ©) = o ; (4) 

éliminons la solution X = o qui donnerait la conique E elle- 
même, il reste 

X = 206 sin <p cos <p. (o) 

Les coordonnées du point de contact de (2) et (3), en tenant 
compte de (S), sont 

a cos © 

x — — * 

COS 2© 1 . a , 

b sin © l ' 

y = I 

COS 2© 

L'équation (2) représente une ellipse si 

X 2 — a*6 a < o, 
une hyperbole si 

X» _ a 2 6* > o. 
En tenant compte de (5) on trouve que l'on a une ellipse si 

sin* 2© < 1 ; 
pour avoir une hyperbole il faudrait que 

sin* 2© > 1 : 

gente en A rencontre la droite qui joint A' au centre du cercle en un certain 
point I. Le lieu de I est la quar tique qui correspond à l'équation (1). 

Pour montrer l'identité de cet exercice avec la question 38, on pourra 
s'appuyer sur le théorème suivant, théorème bien connu et d'une démonstration 
très simple : les sécantes communes à deux coniques rencontrent une tangente 
commune en deux points qui forment avec les points de contact une division 
harmonique. Ce théorème peut, d'ailleurs, être considéré comme constituant 
un cas particulier du théorème de Desargues. G. L. 
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donc il n'y a pas de points provenant des hyperboles S, 
c'est-à-dire que si on considère une hyperbole S et l'ellipse E, 
il n'y aura pas de système de tangentes communes réelles 
pour ces deux coniques. 
Construisons maintenant la courbe : 

acos © 

X """" ' , 

COS 2<p 

b sin 9 
y = 

COS 2© 

L'équation cartésienne est 

(b*x* — a*y*) % — a % b\b*x % + a % y % ) = o. (1) 

Il y a quatre asymptotes réelles, deux à deux parallèles. 
qui correspondent respectivement aux équations : 

b b 

b -U b 
J « y/2 

Il est dès lors facile de construire la courbe. 
Celle-ci se compose de quatre branches hyperboliques 
ordinaires, inscrites dans les angles formés par les asymp - 
totes ; ces branches ont pour sommets respectifs les sommets 
de l'ellipse proposée. 

i Nota. — Solution analogue par M. X. Barthe. 



QUESTION 127 

Solution par M. J. Giat, élève de Mathématiques spéciales, 
Lycée Saint-Louis (classe de M. Lucas). 



Un cercle passe par le foyer d'une parabole et rencontre cette 
courbe au point A. En ce point, on mène la tangente à la para- 
bole, laquelle rencontre le cercle au point B. Au point B on mène 
la tangente au cercle. Démontrer que cette droite est tangente à 
la parabole. 

Dans une parabole : 

1° La droite qui joint le foyer au point d'intersection de 



70 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



deux tangentes, est bissectrice de l'angle sous lequel on 

voit du foyer leur 
corde de contact; 

2° L'angle com- 
pris entre deux tan- 
gentes est la moitié 
de l'angle sous le- 
quel est vue du foyer 
leur corde de con- 
tact. 

Tout revient d3nc 
à démontrer ici que 
l'angle AFX est égal 
à l'angle ABC. C'est, 
en effet, ce qui a 
lieu, car ils ont pour 
supplément l'angle 
AFB. 

Réciproquement. — 
Tout cercle tangent 
à BC au point B et passant par le point de contact A de la tan- 
gente BA, passe aussi par le foyer F, car ABC est la limite 
d'un triangle formé par trois tangentes à une parabole, et l'on 
sait que le cercle circonscrit à cette parabole passe par le foyer. 

Nota. — Ont résolu la question : MM. Vacquant, ancien élève de Mathéma- 
tiques spéciales, à Lille; Bêche, professeur à l'école normale de Tulle; 
F. Gascouin, élève au lycée Henri IV; Léon Clément, au lycée de Rouen; 
Amaury de Kerdrel, au lycée de Brest. 

M. Lamotle, élève au lycée de Versailles, généralise la question proposée. 




AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 

(Suite, voir p. Ab.) 



II. — Mathématiques spéciales. 

1. Première leçon sur les déterminant*. 

2. Multiplication des déterminants. — Déterminants adjoints. 

3. Résolution d'un système de n équations linéaires -à p inconnues. Cas 
où les équations sont homogènes. 
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4. Décomposition d'une fonction homogène du second degré de h variaMes, 
en une somme de carrés de fonctions linéaires homogènes des mêmes variables. 
— En supposant ces fonctions linéaires indépendantes, trouver les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que le nombre des carrés se réduise à » — p. 

5. Première leçon sur les fractions continues. 

6. Fractions continues illimitées ; fractions continues périodiques ; dévelop- 
pement des irrationnels do deuxième degré en fractions continues. 

7. Première leçon sur les séries. 

- 8. Limite de (i -| ) quand m croit indéfiniment.— Limite de (i -i 1 

pour une valeur réelle de œ, quand m erott indéfiniment, 

9. Définition de la fonction a x . — Étude de cette fonction. 

10. Application de la théorie des dérivées à l'étude des variations d'une 
fonction d'une seule variable. — Exemples. 

11. Séries de Taylor et de Mac-Laurin. — Application au développement de 
arc tg x en série ; calcul du nombre k. 

12. Plus grand commun diviseur de deux ou de plusieurs polynômes. — 
Démontrer que si les polynômes u et u sont premiers entre eux, il existe un 
seul système de deux polynômes A et B, tel que l'on ait identiquement Au 
+ Bv = i , le degré de A étant inférieur à celui de v et le degré de B étant 
inférieur à celui de m. 

13. Condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions entières d'une 
même variable admettent un diviseur commun. Application à l'élimination 
d'une inconnue entre deux équations algébriques et entières. 

U. Transformation -des équations algébriques dans le cas où chaque racine 
de l'équation cherchée doit être une fonction rationnelle dune ou do deux 
racines de l'équation donnée. — Exemples. 

15. Abaissement des équations algébriques. — Exemples. 

16. Règle des signes de Descartes. 

17. Théorème de Rollc. — Applications. 

18. Théorème de Sturtn. 

19. Résumer la marche à suivre pour résoudre une équation algébrique à 
coefficients numériques. — Méthode d'approximation de Newton. 

20. Résolution de l'équation du quatrième degré. — Discussion dans le cas 
où les coefficients de celte équation sont des quantités réelles. 

21. Résolution algébrique de l'équation du troisième degré. 

22. Décomposition d'une fraction rationnelle en une somme de fractions 
simples. 

û a 

23. Connaissant cos a. calculer cos — ; connaissant sin a, trouver sin — . 

1 m m 

24. Résolution de l'équation x m — i = o ; application au calcul des côtés 
des polygones réguliers. 

25. Asymptotes des courbes rapportées à des axes de coordonnées rectUignes 
(première leçon). 

26. Recherche des sécantes communes à deux coniques. — Application à 
la détermination du nombre réel des points réels ou imaginaires communs à 
ces courbes. 

27. Théorie des foyers dans les courbes du second ordre (première leçon). 

28. Figures polaires réciproques. — Ces où la conique directrice est un 
cercle. — Applications. 

29. Étant donnée l'équation d'une courbe rapportée à des axes de coor- 
données reclilignes, trouver 1 équation générale des courbes homolhétiqucs à 
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la courbe donnée, et l'équation générale des courbes semblables à la même 
courbe. 

30. Théorème des projections. — Application à la transformation des 
coordonnées dans l'espace (Première leçon). 

31. Equation du plan tangent à une surface en un point de cette surface- 
— Problèmes sur les plans tangents aux surfaces du second ordre. 

32. Recherche de l'équation dune surface définie géométriquement. — 
Exemples. 

33. Plans diamétraux dans les surfaces du second ordre. 

34. Etude algébrique de l'équation en S. 

35. Sections circulaires des surfaces du second degré. — Cas où la sur- 
face est rapportée à des axes rectangulaires quelconques. 

36. Mener par une droite donnée un plan tangent à un hyberpoloïde de 
révolution à une nappe (Géométrie descriptive). 

(A suivre.) 



QUESTION PROPOSEE 



101. — Si une courbe parabolique représentée par 
y = (x — a)(x — 6) ... (x — k) 
rencontre en A, B, ... K Taxe des abscisses, et que A', B r , 
... H' soient les pieds des ordonnées c es points pour lesquels 
la tangente est parallèle à cet axe on a 

AB + ÂC + ' * + AK = l[lk r + W ' " ' + AH J ' 

(E. Catalan.) 



Une lettre de M. Genocchi que j'ai reçue quand ce numéro était déjà 
composé m'apprend la mort de M. S. Renlis, décédé à Turin, le 9 février 
dernier. M. Realis, dans ces dernières années avait porté un grand intérêt à 
cette publication et je me propose, si les documents que j'ai demandés me 
sont envoyés, de consacrer dans le prochain numéro du Journal (partie élémen- 
taire) à cet homme aimable, quelques lignes de notice nécrologique ; désirant 
payer ainsi à sa mémoire une partie de la reconnaissance que j'ai vouée à 
ce savant bienveillant, pour les encouragements et les conseils qu'il m'a 
toujours si obligeamment donnés. G. L. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 



lAH>Mi.Ltflh IKNI1UIK DES CHEMINS I>£ *£U. — IMPHl-UKUlE CH.VlX. 
BUE BERGERS, 20, PARIS.— 3994*6. 
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SUR LE POINT DE STEINER 

Par M. «!• Neuberg, professeur à l'Université de Liège. 

(Suite et fin, voir p. 51.) 



7. — Avant d'aller plus loin, nous croyons utile de rappeler 
que le point de Steiner est : 1° le pôle trilinéaire de GK ; 
2° le conjugué isogonal du point à l'infini sur la direction 
perpendiculaire à OK; 3° le conjugué isotomique du point à 
l'infini sur la direction perpendiculaire à OG. Ce dernier 
point que nous désignons par F', est lui-même le conjugué 
isogonal du pôle trilinéaire F de la droite OK. 
La. transformée isogonale de la droite OK a pour équation 
sin(A, — A s ) sin(A s — A,) sin (A, — A 2 ) 
à 1 ST" 5 1 â = °- 

1 t o t 

C'est l'hyperbole des neuf points qui a été étudiée 
récemment par M. Brocard (*). Cette courbe est aussi le 
lieu des points de concours C des droites joignant les points 
A 4 , A 2 , A s aux sommets C l5 C t , C, de trois triangles isoscèles 
semblables, A S A 3 C J9 A t A 1 C S9 A 1 A 2 C 3 construits sur les côtés 
du triangle fondamental. 

Ce lieu ayant été signalé, pour la première fois*, par 
M. Kiepert (Nouvelles Annales, 1869, p. 40-42;, oa pourrait 
l'appeler hyperbole de Kiepert. 

Nous allons faire connaître quelques nouvelles propriétés 
de cette conique. 

Le pôle d'homologie a pour coordonnées normales 
sin(A a — A,), sin (A 3 — A 4 ), sin (A t — A 2 ). 

C'est donc le conjugué isogonal de F ou le point F à l'infini 
sur la direction perpendiculaire à OG. En d'autres termes, 



(*) Journal de Math, spéc, 1 84, p. 197-209 et 1F85, p. 12, 30, 58, "6, 
104, 123. L'identité de l'hyperbole des neuf points avec le lieu de Kiepert 
n'a pas été énoncée d'une manière explicite dans ces articles, bien qu'elle 
résulte immédiatement des points communs A,, A 2 , A 3 , H, G, D. 

N.'D. — Voyez plus loin, à ce propos, une lettre de M. Brocard, (i. L. 
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les tangentes menées par k l9 A 2 , À 8 à l'hyperbole de Kiepert 
forment un triangle circonscrit ¥' 1 F r 2 F\ 1 tel que les droites 
AtF'i, A 2 F' 2 , A t , F f 3 sont perpendiculaires à OG. 

La transformation par polarité trilinéaire ou par points 
réciproques donne les théorèmes suivants : 

L'hyperbole de Kiepert est le lieu du pôle trilinéaire d'une 
droite qui se déplace en restant perpendiculaire à OG. Elle est 
aussi le lieu du réciproque d'un point mobile sur la droite GK. 

Soit 9 Vangle à la base des triangles isoscèles A 2 A 8 C 1? 
AaAiCa, AiA 2 C 8 . Le rapport des distances de C à a 2 et a 8 
est égal à celui des distances de G x à ces côtés ou égal à 

sin (A 8 — 9) : sin (A 2 — 9). 

On en déduit facilement que les coordonnées normales de 
G sont proportionnelles à 



i 



sin (Ai — cp) sin(A 2 — 9) sin (A, — 9) 

» ». 

Aux valeurs 9 = o, 9 = -rc correspondent, respectivement, 

il 

les points G et H. Lorsque 9 = A t , G coïncide avec le som- 
met A t ; de là la construction suivante de la tangente en A t : 
Construire sur A 2 A 8 un triangle isoscèle dont l'angle à la base 
est égal à A t , et en joindre le sommet à A^ 

Les points G l5 C 2 , G 8 peuvent coïncider avec les sommets 
du triangle de Brocard B t B 2 B 8 ; alors <p est égal à l'angle 
a de Brocard, de sorte que les coordonnées de D sont inver- 
sement proportionnelles à sin (Ai— a), sin(A 2 — a), sin (A 8 — a). 

Pour obtenir les directions des asymptotes, on peut expri- 
mer que les droites kfi if A 2 G 2 , A 8 G 8 sont parallèles ou que 
le point G est sur la droite à l'infini, ce qui donne 

étLè sin (A„ — <b) ~^ 



sin (Ai -9) ' *** <*>tg ? — cotg Ai 



ou 



3 cotg* 9—2 cotg a cotg 9 -f- 1 =± o* 
Mais il existe aussi deux valeurs de 9, pour lesquelles les 
points Ci, Gj, C 8 sont en ligne droite; elles sont données 

par l'équation 

cotg 2 9 — 2C0tg a cotg 9 + 3=0. 
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On voit qu'elles sont complémentaires de celles qui trans- 
portent le point C à l'infini. 

L'hyperbole de Kiepert coupe le cercle AiA,A 8 en uu point 
qui est déterminé par l'équation 

S sin A A sin (A t — 9) = 0. 

On trouve tg <p = S cotg At =s cotg a, donc les coordonnées 
dece point sont proportionnelles à séc (A A -f- a), séc (A,-f- a), 
sec (A t -^- a). Ce point est celui qui a été désigné par N (*) et 
qui, sur le cercle A^A,,, est diamétralement opposé au point 
de Steiner. En effet, 1° le point d'intersection de l'hyperbole 
avec le cercle est le conjugué isogonal du point à l'infini 
sur OK ; 2° les conjugués isogonaux des extrémités d'un dia- 
mètre du cercle A t A s A 8 sont à l'infini sur deux directions 
rectangulaires. 

Le point de rencontre de l'ellipse E avec le lieu de Kiepert 

est déterminé par l'équation 

_ sin (A t — ©) A 1 4 

S v-4 — L = o, ou cotg (p =- cotg 1. 

sin Ai * 

Il est à l'intersection des droites joignant A t > A„ A, aux 

centres de gravité des triangles ieoscèles construits sur 

a i> a» 8 , ^t qui déterminent le point N. 

8. — On peut généraliser la question précédente (**) en 
considérant trois triangles semblables quelconques AgAjCj, 
A 8 A t C„ A t A t C, et en cherchant la condition entre les angles 
C t A s A 8 = X, C^AjA, = ;x, A a CiA 3 = v, nécessaire pour que 
les droites A t G,, A S C 8 , A 8 G 8 concourent en un même point C f 
Si Si, $,, 83 sont les coordonnées de C, on a l'égalité 

8 2 C t A 8 sin G^gAt sin X sin (A 8 — {/.) 

8 8 G 4 A a sin C^Ai sin jjl sin (A, — X) 
sin A 8 cotg y. — cotg A, 
sin A 8 cotg X — cotg A, x 7 



(*) Nous avons proposé récemment, pour ce point, la dénomination de 
point de Tarry. 

(**) Cette généralisation fait l'objet de la question 7, Journal de Mathéma- 
tiques élémentaires, t. VI, 1882, p. 24. M. Casey,àqui nous avions communiqué 
quelques-uns des résultats précédents, a démontré ces propositions et d'autres 
analogues par des procédés très remarquables. (Voir son « Treatise on the 
Anatytieal Geometry », pp. 249 et 250.) 
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et deux autres analogues, qui multipliées Tune par l'autre 
donnent 

(cotg X — cotg AjXcotg X — cotg A 2 )(cotg X — cotg A 8 ) 

= (cotg {/. — cotg A,)(cotg {/. — cotg A 2 )(cotg jx — cotg A 3 ). 

Cette équation se décompose en deux autres : 

COtg X — COtg jx = O, COtg* X -f- COtg <x cotg X + cotg 2 jx 

— (cotg X + cotg (x) cotg X -f- i = o, 
dont la première correspond à la conique de Kiepert. et 
dont la seconde, ajoutée à l'identité 

cotg X cotg jx -J- cotg {X col g v -|- cotg v cotg X — 1=0, 
donne 

cotg X -f- cotg »x -(- cotg v = cotg a. 

On conclut, delà, que les triangles AjAgCj, A 3 A 1 C i , A^C^ 
doivent avoir même angle de Brocard que le triangle fon- 
damental A^A,,. Un calcul facile en coordonnées carté- 
siennes montre que les points C 4 , G 2 , C 3 décrivent trois cercles 
(G,), (C 2 ), (C 8 ) passant respectivement par A l9 A 2 , A 3 et coupant 
orthogonalement les cercles dont A 2 A 8 , A 8 A t , AiA 2 sont des 
rayons en grandeur et en position 

Si Ton met les équations (3) sous la forme 
8 2 sin A 2 cotg X — 8 8 sin A 8 cotg [x — 3 2 cos A 2 + 8 3 cos A 3 = o,... 
et qu'on les ajoute ensemble, on trouve 

(cotg X — cotg ;x)(S 1 sin A t -f- 8 2 sin A 2 -f- &s sin A 8 ) = o. 

Le second facteur de cette égalité indique que les droites 
A t G l5 A 2 G 2 , A 8 C fl sont parallèles. On en déduit facilement 
que les centres de gravité des triangles A t A 2 G 3 , A^kfiu 
\ 3 kfi 2 sont en ligne droite avec G. Ces centres de gravité 
étant également les sommets de trois triangles semblables 
construits sur A 2 A 8 , A 3 Aj, A 4 A 2 , nous retrouvons ici un 
résultat déjà signalé par M. M'Cay (Irish Academy, 1885) et 
par nous (Mathesis, t. II, pp. 70, 157. 186). 
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LE CENTRE DE IA CONIQUE DE KIEPERT 

Par M. €■• de Loagchanip*. 



1. — On sait (*) que la conique de Kiepert est celle qui, 
en coordonnées barycen triques, correspond à l'équation 

(6* — c«)3 Y -f (c % — a*) T x + (a 2 — 6*)a3 = o. (K) 
La détermination du centre Ç de cette conique remarquable 
n'a pas encore, croyons-nous, donné lieu à une construction 
élégante et M. Brocard (loc. cit., p. 30), après avoir donné les 
formules qui permettent de calculer les coordonnées de ce 
point ajoute : « Ces formules ne semblent pas conduire à un 
résultat simple. » Voici une remarque, concernant le point Ç, 
de laquelle résulte une solution assez élégante du problème 
on question. 

2. — Dans une question proposée récemment (**), M. Bro- 
card appelle l'attention sur la polaire du centre de gravité E 
d'un triangle ABC, relativement au cercle de Brocard. 

L'équation d'une conique étant 

/K P. ï) = o, 
on sait que la polaire d'un point a , $ , y est représentée par 

a/ a + po/p + Yo f'y = O. 

Pour le point E, centre de gravité du triangle de référence, 
on a 

«o = ?o = Yo ; 
l'équation de la polaire de ce point est donc 

En appliquant cette formule à l'égalité 

& a c*a« -f- a % c*$ % + a*&y — «*Py — & 4 *Y — c<a ? = °» 
qui représente le cercle de Brocard, on a 

~— — i — — — — i^ — — — — ' ■— ^— ■ ■■ ■ — 

(*) Voyez Journal, 1885, p. 12 : Propriétés dd V Hyperbole des neuf points, 
par M. Brocard. Voyez aussi, sur la conique de Kiepert, l'article de M.Neuberg 
dans le présent numéro {Sur le point de Steiner, p. 73). 

(••) Educalional Times (1" mnrs 1886), question 8485. 
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(ft2 _ C 2)2 a _}_ ( C 2 __ tfyp _|_ (tf _ 6 2)2 Y = Q> (|J 

Nous désignerons la droite qui correspond à cette équation 
par e; c'est une droite remarquable du plan d'un triangle 
et la détermination du centre Ç de la conique de Kiepert 
découle de la connaissance de e, comme nous allons l'indiquer. 

3. — Cherchons les coordonnées (a , p , y ) de Ç. Le centre 

d'une coniqueétantle pôle deladroite de l'infini (*-}- p -f» y== )> 
les Coordonnées! de ce point -vérifient les égalités 

Appliquons ces formules à l'équation (K) ; nous avons, après 
calcul, 

', *° s» h — ,. ?» ( 2 ) 

11 nous reste à expliquer comment, d'après leâ formules 
(<) et (2), la droite e et le point Ç sont associés l'un à l'autre- 

4. — Lorsqu'on joint un point M du plan d'un triangle 
ABC aux trois sommets, ces droites rencontrent les côtés en 
M rt , M*» M c ; les conjugués harmoniques de ces trois points 
sont situés sur une droite p; nous dirons pour rappeler 
cette construction que M et [* sont harmoniquement associés. 

En représentant par a , p', y les coordonnées de M, l'équa- 
tion de la droite harmoniquement associée est, d'après cela, 
représentée par 

1 + 1+1 = 0, 

et la droite (x -1 , transversale réciproque de jx, par 

aa' -j- (3£' -j" yy = Q. 

En comparant les égalités (1) et (2) on est ainsi conduit 
au théorème suivant : 

Le centre de la coniqUê de Riepert eût le point harmoniqUefnènt 
associé à là transversale réciproque de Id polaire du centre de 
gravité du triangle de référence par rapport au cercle de Èrôcard. 

5< *- La droite e qui, dans la construction que nous pro- 
posons, fcert à déterminer le centre de la conique de Kiepert, 
se construit d'ailleurs assez facilement en observant : 1° qu'elle 
passe par le point de SteinerR; 2° qu'elle est perpendiculaire 
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à la droite qui joint le point de Tarry N, au centre Z du 
cercle de Brocard. 

Le point de Steiner(R) se détermine par une construction très 
simple que nous indiquerons bientôt (*) ; le point de Tarry (N) 
est, sur le cercle circonscrit, diamétralement opposé; la droite 
NZ s'obtient enjoignant N au centre de gravité (E) du triangle. 
De ces remarques diverses résulte le tracé de e et par suite 
la détermination du point Ç. 

6. — Les formules (2) conduisent encore à une remarque 
bien intéressante, qui m'a été communiquée par M. Neuberg. 
Cherchons le point Ç anti-complémentaiw de Ç, point dont les 
coordonnées a , p , f y sont proportionnelles à — a + P -f* Y» 
— P + a H~ï> — Y + a + P> on trouve facilement 
a (6» — c») = p (c a — a 2 ) = ïo (a* — 6 S ); 
ainsi Ç est précisément le point de Steiner. Concluons donc 
que le centre de la conique de Kiepert s'obtient en joignant le 
point de Steiner au centre deg7*avité, et en partageant cette droite 
(Tune longueur moitié moindre. 



SUR UNE QUARTIQUE UNICURSÀLE 

Par M. Maurice d'Ocagne, ingénieur des Pont! et Chaussées. 



1. — La quartique unicursale que nous avons en vue dans 
cette Note est celle que M. de Longchampâ a envisagée dans son 
intéressante étude sur les courbes parallèles et quelques autres 
courbes remarquables (**) et dont il a indiqué plusieurs pro- 
priétés en émettant le vœu que la théorie de cette Courbe fût 
poussée plus avant. 

Cette quartique unicursale que M. de Longchamps désigne 
par la notation y„ et dont on trouvera la figure dans le 
Mémoire cité (***), possède trois axes de symétrie, trois points 

(*) Dans notre étude sur le cercle A. 

(**) Journal de Mathématiques spéciales, 1885, p. 269. 

(***)Mdem, 1885, p. 272. 
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doubles réels, trois tangentes doubles réelles. Elle est définie 
de la manière suivante : 

On prend sur un cercle donné A, à partir d'un point fixe S, 
deux arcs de sens contraires SA. et SB tels que 

arc SB = 2 arc SA; 
on joint les points A et B par une droite, et on prend sur cette 
droite le point G tel que BC = AB. Le point G, lorsqu'on fait 
varier le* points A et B sur le cercle A, engendre la courbe y 4 . 

M. de Longchamps a fait connaître l'équation cartésienne 
et l'équation polaire de la courbe y 4 en prenant pour axe 
des x la droite qui joint le centre du cercle A au point S, 
et pour axe dos y la perpendiculaire à cette droite menée 
par 0. Voici ces équations 

t/ 1 -f y* (2.x» -f 3R;c — ^ R 4 ) 

4 

+ (aj-R)(a5-3R)(oî + ^y=o; (1) 

p* — Rp s cos 3co — ÎZ Ry + iZ R* = o. (2) 

4 4 

R représente le rayon du cercle A. 

2, — Si deux rayons OA et OB d'un cercle de centre 0, 
et de rayon R, tournent autour do ce centre avec des 
vitesses qui sont entre elles dans le rapport de n à m, la 
corde AB qui joint les extrémités de ces rayons enveloppe 
une épicycloïde décrite par un point du cercle de rayon 

Rm i4i i a R(n—m) 

, roulant sur le cercle de rayon — ^— , qui a pour 



m -}- n n -\- m 

centre le point (*). 

Ici, il faut faire n = 2, m = — 1 . Cela donne pour rayon du 
çerc*e roulant ( — R), et pour rayon du cercle fixe 3R. Or 
on sait, par la théorie des roulettes, qu'un cercle de rayon 

(*) Ce Ihéoième a été démontré par M. Ph. Gilbert dans les Annales de la 
Société scientifique de Bruxelles (4 e année, 1880, p. 159). Dans le cas où 
« = i2,m:= i, on tombe sur l'enveloppe de la droite qui joint les extrémités 
des aiguilles d'une montre, problème qui avait été traité par M. Mannheim 
dans son Cours de géométrie descriptive. Le même problème a été résolu 
anaiytiquement par M. Brocard en 1872 dans les Nouvelles Annales demathé- 
matiffttes [î? sôrie, t. XI, p. 329). 
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( — R) roulant sur un cerele de rayon 3R, c'est un cerele de 
rayon R roulant à Vinlêrieur du cercle de rayon 3R. Par 
suite, l'enveloppe de la droite AB est une hypocycloide (C) à 
trois rehaussements engendrée par un cercle de rayon R roulant 
dans un cercle de rayon 3R et de centre 0. 

Il est facile de déterminer le point où la droite AB touche 
cette hypocycloide et le centre de courbure correspondant- 
En effet, soit G' ce point de contact. En G' élevons une 
perpendiculaire à AB; c'est la normale à l'hypocycloïde. Cette 
normale coupe aux points a et b les normales OA et OB au 




cercle A, et on a, pour les expressions, des arcs infiniment 

petits d (A) et d (B) décrits simultanément par les points 

A et B, 

d(A) = ka . e, 

d{B) = B6 . £ , 

s étant l'angle de contingence de l'hypocycloïde au point G'. 

Gomme on a évidemment 

d(B) = 2 . d(A), 
il en résulte que 

Bô = 2 . Aa. 

Mais les angles C'Bfr et C'Aa étant égaux, les triangles 

GBb et C'Aa sont semblables. Donc 

Bff == 2AG' 
ou 

AC f = BA, 

ce qui détermine le point C. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. 18S6 4. 
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Soit maintenant z le centre de courbure correspondant. 

On a 

d . BA = ba . e, 

d . AC f = az . e. 

Par suite, 

az = ba, 

ce qui détermine le centre de courbure z. 

Avant d'aller plus loin nous ferons une remarque au sujet 
de l'hypocycloïde décrite par le point C'. Supposons cette 
hypocycloïde tracée; elle fournira le moyen d'opérer graphi- 
quement la trisection de l'angle. En effet, il suffira de tracer, 
du point comme centre, un cercle tangent à une corde 
sous-tendant, dans le cercle A, un arc égal à l'angle à tri- 
secter, et de mener une tangente commune à ce cercle et à 
Thypocycloïde considérée. 

J'arrive maintenant à la quartique y 4 . 

3. — L'ingénieuse détermination de la tangente à y 4 donnée 
par M. de Longchamps (§ 37 du Mémoire cité) se simplifie 
beaucoup par la remarque suivante (voir la figure de la 
page 272 du tome précédent). 

Les triangles APC et AQG r étant semblables, puisque CP 
est parallèle à G'Q, et la longueur AG étant double de AC', 

en a 

AP 
QA= T - 

Donc 

et la construction de la tangente se réduit à ceci : Prolonger 
le segment de tangente AP au cercle A de la moitié de sa 
longueur et joindre le point Q r ainsi obtenu au point G. 

Remarquons en outre que, si R est le point où la tangente 
GQ à v 4 coupe la tangente BP au cercle A, le théorème des 

transversales donne 

Ci RB QP 

GB 

ou 



RP' QA 


i 


RB i 
a 'RP' 3 — 


i; 
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d'où Ton tire 



et, par suite, 



RB__3 

RP~~2' 



RP = 2 . PB. 



4. — Soit Ce la normale au point C à la quartique y v 




Cette normale coupe en c la normale à l'hypocycloïde enve- 
loppe de AB, c'est-à-dire la perpendiculaire élevée en G' à 
AB. On a 

d.AB = ab.z 
d.BC = 6c. s 
et comme AB = BC, 

qa = bc. 
Du point abaissons sur AB la perpendiculaire 01; cette 
droite coupe les droites G6, Ce aux points M et N. 
01 est parallèle à ac; de plus I est le milieu de CC\ Donc 

TU G ' 6 

Lu = — - = ac , 

2 

,,._ bc 3.0c' 

2 2 
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Mais les triangles 01 A. et aC'A donnent 



Donc 



et, par suite, 



oi=£î. 



OM = IM — 
MN = 3.I0, 

ON = 4 T0. 



10 =— =10, 
2 



De là ce théorème : 

Si du centre on abaisse la perpendiculaire 01 sur la droite 

AB et que Von porte sur cette droite le segment ON égal au 

quadruple de 10, la droite GN est normale en C à la quar- 

tique y 4 . Ce théorème donne une détermination simple de la 

normale, et, par suite, de la tangente. 

(A suivre.) 



DEMONSTRATION DIRECTE DU THEOREME 

DE BRIANCHON 
Par M. Darzeu», élève à l'École préparatoire de Sainte-Barbe. 



*_-.»« ^ 



Considérons uue conique et un hexagone abcdef qui lui 

est circonscrit; il est 
bien évident que cette 
conique peut toujours 
'■;.:■)© être regardée comme le 
contour apparent d'un 
hyperboloïde ; et, alors, 
chaque côté de l'hexa- 
gone sera la projection 
de deux génératrices de 
systèmes différents de 
cet hyperboloïde. Cela 
étant , formons dans 
l'espace, au moyen de 
ces génératrices, un hexagone gauche qui se projette sui- 



vie 
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vant abcdcf et dont deux côtés consécutifs sont, par consé- 
quent, de systèmes différents. 

Soit ABCDEF un tel hexagone dans lequel les génératrices 
d'un système sont marquées en traits pleins et celles de 
l'autre en traits ponctués. AB et ED, étant de systèmes dif- 
férents, se rencontrent et déterminent un plan. Il en sera 
de même : 1° de AF associé à DC; 2° de BG associé à FE. 
Ces trois plans ainsi définis se coupent deux à deux sui- 
vant trois droites qui sont évidemment concourantes. Or il 
est facile de voir que l'intersection du plan ABED et du 
plan AFDC-est la droite AD, qui joint deux sommets opposés 
de l'hexagone; il en sera de même pour les deux autres 
droites EB et FG et le théorème de Brianchon se trouve 
ainsi démontré. 

Dans le cas où la conique proposée est une parabole, on 
doit prendre, pour reproduire le raisonnement précédent, un 
paraboloïde hyperbolique. 



SUR UN NOUVEAU CERCLE REMARQUABLE 

DU PLAN D'UN TRIANGLE 
l'ar M. Ci. de Longchampt* 

{Suite, voir p. 57.) 



8. Théorème. — Le cercle A est orthogonal aux cercles décrits 
des milieux des côtés du triangle ABC, comme centres^ avec les 
médianes correspondantes pour rayons. 

En effet si. dans l'équation 

x ' 2 "f" 2/ 8 + 2X y cos C — 2cx cos B — 2cy cos A -f- c 2 = o, 
on substitue aux coordonnées courantes celles du milieu 



deAB('", *\ona 



n* + b* -j- 2ab cos C 
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Cette expression représente bien le carré de la longueur de 
la médiane issue du sommet C. 

La proposition en question se trouve ainsi démontrée et, 
en nous rappelant la définition de A, pour la rapprocher de 
la propriété précédente, nous voyons déjà que A est orthogonal 
à six cercles ayant pour centres les sommets ou les milieux 
des côtés du triangle, et pour rayons: les uns, les côtés du 
triangle; les autres, les médianes. Mais nous allons montrer 
que cette double propriété rentre dans un théorème plus 
général que nous allons établir. 

9. Théorème. — Si Von considère sur un des côtés BG du 
triangle ABU deux points isotomiques (*) I, I', le cercle A est 
orthogonal au cercle décrit du point I comme centre avec AF pour 
rayon. 

En effet, soit CI = a u ; la puissance Ç du point I est 

Ç = X a — 2CX cos B + c*, 

ou 

Ç = (x —c cos B) 1 -f c 2 sin 2 B . 
D'ailleurs, on a 

CI = x = BI', 
et 

BH = c cos B, 

H désignant le piud de la hauteur issue de A. 

Ces égalités donnent 

x — c cos B = BI r — BH = — FH, 

et, par suite, 

Ç = FH 2 + c 2 sin 2 B = FH 2 + Âïï 2 , 

ou, finalement, 

Ç = AF 2 . 

Ainsi A est orthogonal au cercle décrit de I comme centre, 

avec AF pour rayon. 

On observera qu'en plaçant le point I en G on a les trois 

cercles décrits dos sommets du triansrle avec les côtés corres- 

pondants pour rayons; en supposant ensuite le point I en M, 

(*) J'appelle ainsi deux points symétriques par rapport au milieu du seg- 
ment BC. Le terme isotomique a été proposé par M. Neuberg pour désigner 
les points que je nomme réciproques; cette dernière expression me paraît pré- 
férable, mais le mot de M. Neuberg s'applique remarquablement bien aux 
points I, F dont il est ici question. 
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milieu de BG, les deux points isotomiques se confondent et 
Ton retrouve les trois cercles que nous avons considérés 
dans le paragraphe précédent. 

En résumé, le cercle A jouit de la propriété qui nous semble 
bien remarquable d'être orthogonal à un système de cercles, 
triplement infini, cercles se rattachant au triangle ABC par la 
construction simple que nous venons d'indiquer. 

40. Le cercle A et le cercle circonscrit. — Cher- 
chons les points communs à A et au cercle circonscrit. 

L'équation (§ 3 , p. 58) : 

(z + £ + y)(a 2 a + 6 2 p -f c'y) — a'fiy — b*zy — c'afi = o, 
prouve que l'axe radical de A et du cercle circonscrit est 
représenté par l'égalité 

a 2 a + & 8 p + c 2 y = o. 

La droite S qui correspond à cette équation et que l'étude 
du cercle A met en évidence est une des droites remar- 
quables du plan d'un triangle; nous allons indiquer quel- 
ques-unes de ses propriétés. 

(A suivre.) 



QUESTIONS D'EXAMENS 



4*. — Sur une droite A, on considère deux points mobiles 
A, B décrivant sur cette droite deux divisions homotjraphiques: 
trouver l 'enveloppe des cercles T décrits sur AB comme diamètre. 

Soit l'origine des divisions homographiqu'es en question ; 

en posant 

OA = a, OB = P, 
on a, par hypothèse, entre les variables a, p la relation 

Ks:p + a* + bp -f- c = o. 
On doit alors, dans cette question, distinguer plusieurs cas, 
suivant que le paramètre K est nul ou différent de zéro, et 
suivant que la relation est, ou n'est pas en involution. 

Premier cas. K = o. — La relation homographique 
proposée est alors 

a* + bp + o = o. (1) 
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Changeons l'origine des divisions et posons 

a = »' + *, p = p + t; 
l'égalité (1) devient 

ax + 6,8' + at -f bt + c = o. 
Deux cas se présentent alors tout naturellement si Ton 
veut disposer du paramètre t de façon à simplifier l'équation 
hompgraphique, et, en posant, dans cette intention, 

t{a + b) + c = o. 
Ces deux cas que nous devons distinguer ici correspondent 
aux hypothèses : 

a -f- b = o, a -f- 6 ;zf o. 
1° Soit d'abord a + 6 = o; alors a et 6 ne sont pas nuls 
si l'on ne veut pas que l'égalité (1) représente une impos- 
sibilité ou une indétermination. Supposons donc a ;zf o, 
l'égalité (1) prouve que 

c 

' a 

et que, par suite, la longueur AB est constante. L'enveloppe 
des cercles T est donc constituée par l'ensemble de deux 
droites parallèles à AB. 

2° Soit maintenant a -f- b -çzt o. Dans ce cas, on peut 
résoudre l'équation (2j par rapport à t\ et, en posant 

< = TV 

a f- b 
la relation homographique proposée prend la forme réduite 

a* -f bp = o. (3) 

Il est facile de vérifier que les cercles T enveloppent un 
système de deux droites passant par la nouvelle origine. 
L'équation de F étant 

x% ~t~ J/ a — A,x "f " P = °> 
on a 

x r + p' = >, a',8' = jx. (4) 

L'élimination de % et de £' entre (3) et (4) donne 

X 2 a6 + »x(a — by = o. 

Si a = 6, hypothèse qui correspond au cas ou la relation 

donnée est en involution, on a a = o, les cercles proposés 

sont concentriques et ils passent doublement par les ombilics 

du plan. 



v 
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Au contraire, si Ton suppose a — 6 ?f o, on a 

A*ab 

et l'enveloppe des cercles r est représentée par l'équation 

x*(a -f- b) % + 4 fl ty/* = ° • 
L'enveloppe demandée est constituée par l'ensemble de 
deux droites passant par l'origine ; ces droites sont réelles ou 
imaginaires suivant que ab est négatif ou positif. 

Second cas. K ;zf o. — Revenons maintenant au cas gé- 
néral et supposons K différent de zéro. 
L'équation homograpnique est alors 

Kap + ax -\- b$ + c = o, 
et l'on doit encore distinguer deux cas, suivant que a — b est 
nul ou différent de zéro. 

1° Si a — 6 = o, auquel cas l'équation homograpnique est 
en involution, les égalités 

a^ -f a(% + f ) + c = o, a -f ,8 = >, ap = u, 
donnent, entre les paramètres 1 et \x, la relation 

[X -f- oX -J- c = o . 
L'équation générale des cercles r est alors 

a; 2 + î/ 2 — Mx + a) — c = o, 
Us passent par deux points fixes, résultat bien connu. 

2° Abordons enfin le cas général et supposons a — 6 ;zf o. 
Nous pouvons toujours poser K = î et prendre l'équation 
homographique sous la forme 

a^ + fla + 6(3 + c == o. 
L'élimination de a et de p entre cette équation et les rela- 
tions : 

a + r ? = X > a P = V-, 
donne 

— p(a — b)* = (c + bl + ;x)(c + aX -f *). 
Cette égalité peut s'écrire : 

{jl(o — 6) p -\- ak-{- c 

[/.-J-M-J-c 6 — a 

De ces proportions on tire, après calcul : 

\(a — t) = t* + (b — a)t — <\ 
u(a — t) = ct — bt % . 



/. 
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L'équation générale des cercles V est donc 

t*(x + 6) + /[a; 1 + y* + x(b — a) — c] 
+ ^(a; 1 + V 2 ) -\- cx = o. 
L'enveloppe cherchée s'obtient en exprimant que cette équa- 
tion en t a ses racines égales et Ton a, finalement, 
te» + y*)* + 2x(x* + t/*)(a + b) + a? 1 [(et + 6) f -f ac] 
4- 2y*(2ab — c) 4- 2ccc(a 4" &) + c * ±a °- 
Cette équation représente deux cercles (*). On peut s'en 
assurer en appliquant à cette relation le procédé que nous 
avons indiqué (**) pour décomposer en deux facteurs les 
quartiques bicirculaires, quand la décomposition est possible. 
On trouve ainsi que l'équation précédente peut s'écrire : 
[0,2 + y t + x{ a + 6) +c] * + 4y *( ab _ C ) = o. 

Sous cette forme on voit nettement que l'enveloppe deman- 
dée est l'ensemble de deux cercles réels, imaginaires ou coïn- 
cidents suivant le signe de la quantité ab — c. 

En posant 

c — ab = A», 
les cercles trouvés sont représentés par 

x% + V % + x ( a + b ) ± 2% -f a6 4- ^ 2 = o- 
La réalité de ces cerclés, sans qu'il soit nécessaire de recourir 

au discriminant, résulte de la forme même de cette équation 

qui peut s'écrire : 

(a, + a )(x + b) 4- (y ± h)* =: o, 

forme sous laquelle des solutions réelles sont évidentes. 

Les calculs précédents sont sensiblement abrégés eu 

prenant pour origine un des points doubles des divisions 

homographiques données. Mais ces points peuvent être 

imaginaires et, pour généraliser les résultats obtenus, il est 

alors nécessaire d'invoquer le principe de continuité de 

Poncelet. 

(A suivre.) 



(*) C'est par erreur que cette équation a été donnée (Kœhler, Ex, de 
géom. an., p. 19) comme représentant une courbe du quatrième ordre se 
décomposant en deux cercles quand a = 6. Elle représente toujours deux 
cercles; seulement, si a = 6, les cercles F passent par deux points fixes. 

(**} Journal, 1881; p. 36. 



f 

JOOftNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 91 

■ -■ » »■ ,1 » f < j 1 , 1 ■ " " -- 11. , ■ < ■! ■ l-^«— ^ 

CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M« Brocard» 

... Je m'empresse de vous accuser réception et de vous 
remercier de la très intéressante remarque de M. Neuberg. 
L'identité de la conique de Kiepert avec l'hyperbole équila- 
tère des neuf points m'avait entièrement échappé, bien 
qu'elle résultât immédiatement des équations 

sin (A — B) sin (C — A) sin (B — C) __ 

1 — o, (1) 

Y P a 

et 

(a* — 6») a&ap -f (c 8 — a") acay + (6* — c 2 ) 6cpy = o; 

mais l'idée de les identifier ne se présente point, parce que 

l'on a moins l'habitude de remplacer sin (A — B), etc., par 

— — 9 que sin A par a, etc. 

La remarque de M. Neuberg me semble donc nouvelle, et 
de nature à augmenter l'intérêt de l'étude de l'hyperbole F, 
qui joue ainsi un rôle plus important dans la géométrie du 
triangle. Cette hyperbole remarquable méritait donc un 
examen attentif, et je félicite Mi Neuberg d'avoir bien vou- 
lu reprendre et compléter mes recherches sur les coniques 
associées au triangle. 

On peut s'étonner qu'aucun géomètre n'ait eu jusqu'à ce 
jour l'idée de vérifier si l'équation (1) représentait une hy- 
perbole équilatère, et cependant cette vérification était très 
simple et presque immédiate» A un autre point de vue, la 
remarque de M. Neuberg est une conséquence des principes 
posés par M. Mathieu dans l'étude de géométrie comparée 
fondée sur la transformation par droites symétriques 
(Nouvelles Annales, 1868, p« 393, 481 et 8i9). Dans ce mode de 
transformation, le cercle circonscrit au triangle est la trans- 
formée de la droite de l'infini 2<x sin A = o. Il a donc pour 

sin A 
équationS = o. L'hyperbole équilatère r est la trans- 
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formée de la droite OK représentée par l'équation 

Sa sin (B — G) = o. 

Cette hyperbole a donc pour équation S = o • 

7. 

Les paraboles tangentes à deux côtés du triangle aux extré- 
mités du troisième ont pour équations a a a* — 4&cPy = o, etc. 
Les ellipses transformées sont donc représentées par les équa- 

n 2 Abc 
tions — — -!— = o, ou a^v — ±bc% 2 = o, etc. 

a* f y 



AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

(Suite, voir p. 70.) 



Sujets de leçons. 

I. — Mathématiques élémentaires. 

1. Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple de deux ou 
plusieurs nombres entiers. (On n'emploiera pas la décomposition en facteurs 
premiers.) 

2. Premières leçons sur les nombres premiers. 

3. Conversion d'une fraction ordinaire en fraction décimale. — Fraclions 
périodiques. 

4. Racine carrée des nombres entiers. 

5. Mesure des angles. 

6. Homothétie (géométrie plane). 

7. Polygones réguliers, convexes ou étoiles. 

8. Recherche du rapport de la circonférence au diamètre. 

9. Divison harmonique. — Faisceau harmonique. — Pôle et polaire par 
rapport à deux droites. — Pôle et polaire par rapport à un cercle. 

10. Puissance d'un point par rapport à un cercle. — Axe radical de deux 
cercles . — Centre radical de trois cercle*. — Applications. 

IL. Transformation par rayons vecteurs réciproques. — Applications. 

12. Angles trièdres. — ïrièdres supplémentaires — Conditions nécessaires, 
et suffisantes pour qu'on puisse construire un trièdre avec trois faces données, 
ou avec trois dièdres donnés. 

13. Première leçon sur la mesure des volumes. 

14. Figures homothétiques dans l'espace. — Cercle d'homothétie. — Aie 
d'homothétie. — Plan d'homothétie. — Application à un système de quatre 
sphères 

15. Sphère tangente à quatre plans. 

16. Triangles sphériques. — Triangles sphériques polaires réciproques. 

17. Aire d'un fuseau, aired'un triangle sphérique. —Théorème de Lexel. 

18. Polyèdres réguliers convexes. 
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19. Intersection d'une droite avec une ellipse, une hyperbole, une parabole. 
— Tangentes à ces courbes; problèmes qui s'y rapportent. 

20. Etude des sections planes d'un cône de révolution. 

21. Division des polynômes. 

22. Décomposition d'un trinôme du second degré en une somme ou en une 
différence de deux carréi. — Application à la résolution de l'équation du 
second degré, séparation des racines quand elles sont réelles. 

23. Étude des variations de grandeur et des changements de signe de la 
valeur du trinôme ax 2 -\- bx -j- c, quand x croît de - » à + °° • — Appli- 
cations. 

24. Équation bicarrée. — Transformation des expressions de la forme 

23. Décomposition du trinôme x Â + px* -f q en un produit de facteurs 
réels du second degré; application à la résolution de l'équation bicarrée. 

26. Théorème sur le maximum d'un produit de plusieurs facteurs variables 
dont la somme est constante. — Applications. 

27. — Maximum et minimum de la fraction -r-- ■ • 

ax 1 + b'x -f c 

S8. Formules relatives à l'addition et à la soustraction des arcs. 

29. Relations entre les angles et lis côtés d'un triangle rectiligne quel- 
conque. 

3J. Vitesse dans le mouvement uniforme et dans le m Hivernent varié. — 
Étude du mouvement uniformément varié. 

31. Composition des mouvements. — Composition des vitesses. — Compo- 
sition de deux mouvements rectilignes et uniformément variés. 

32. Réduction à deux forces d'un système de forces appliquées à un corps 
solide. — Conditions d'équilibre. 

33. DéGnition et détermination de la longitude et de lu latitude d'un point 
du g.'obe terrestre. 

34. Cartes géographiques (première leçon). 

35. Éclipses de lune. 

36. Méthodes des rabattements. — Des changements de plan, des rotations 
en géométrie descriptive. — Applications. 



QUESTION 106 

Solution par M. Paul Bourgaiul, à Amibes. 



Si A et A! sont deux polynômes de degré u à coefficients réels, 
et si B et B' sont deux polynômes de degré moindre que 211, on 
ne peut avoir Videntité 

A» + BrA' J + C (1) 

sans avoir les deux suivantes : 

A = A', 
BsB'. 

(^E. Aiuigues.) 
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En effet, de l'identité (1) supposée vérifiée on tire 

(A — A')(A* + AA' + A r «) = B' — B. (2) 

Je dis que si A — A f est différent de zéro, cette nouvelle 
identité est impossible. Eu effet, si Ton a 

A ac ax* 4- • • < 
A' = aV-f .... 
le premier ternie du polynôme 

A* -f AA' -f A' a 
est 

x* n (a* + a' 2 -f aa'), 
et le coefficient 

a* + a'* -f aa f 
est toujours différent de zéro. Ainsi le premier membre de 
l'identité (2) est un polynôme dont le degré est certainement 
égal ou supérieur à 2n; tandis que le second membre est un 
polynôme de degré inférieur à 3n : l'identité (2) est donc 
impossible si Ton n'a pas 

A — A r s o. 
Il en résulte évidemment 

B — B' 25 o. 

Nota. — Solutions analogues par MM. Léon Clément, à Rouen; Giat, élève 
ou lycée Saint-Louis (classe de M. Ed. Lucas); Hugon, à Pollgny; Taratte, 
élève au lycée Saint-Louis. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



192. — 1° Assigner une suite régulière de n nombres 
triangulaires, dont la somme soit exprimée par la formulo 

S„ = *J?Lkjl [( 2n + i) m» -f ( 4 n — i) m + 2 (n — i)1, 

pour toute valeur entière de m. 
Note. — On a, en particulier, pour m = o, le résultat bien 

s„ = (»—)»(»+«) 

^o+Ll + îd+bi^ + l*=H*. 

'332 1 ' 3 
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Ou a de môme, pour m = — 2, le résultat 

n (n -f- ( n "h 2 ) 
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Sn ~ 2.3 

22 2 2 ~ 



+ 



n (n + 1) 



qui rentre dans le précèdent. 

Pour m = i , on a 

_n(n+ 1) (4n— 1) 

o n — — — 



2.3 

__ 1.2 . 3.4 , fLo 7.8 , 
""2222 



+ 



(211 — l).2K 



résultat facile à vérifier. 

2° Même question pour une suite de n nombres triangu- 
laires, dont la somme soit 

S„ = ^— [(2n a + 9 n + 13)1»* 
. 4 

+ ( 411* + gn — 1 ) m + 2 (n* — 1 )]. 

Note. — On a, en particulier, pour m = 1 

__ n(n+ i)(4ri+ 3) 

2.3 

2.34.56.78.9 2n(2n + j) 

= — -(- ■ -f- ■ -J- ' T • • • "T """ • 

2 2 2 2 2 

Ajoutant, à cette valeur de S n , celle qui correspond à 
m = 1 dans la question I, on trouve 

1.2.2.3.3.4.4.5 2!i(2n + i) 

H — : — I — : 1 — z r ••• -\ : 



2 



2 2 

in (21% -f- ï)(2n + 2) 



~ 2.3 ' 

ce qui s'accorde avec le résultat relatif à m = — 2, dans la 
même question I. 

3° Même question, la somme de n nombres triangulaires 
étant exprimée par la formule 



n 



S« = r [( 4 n» - i)(iîi« + m) + n» - 1]. 

2i » J 



Note. — On a pour m = 1, 
c n(3n* — 1) 1.24.57.8 



+ 



+ 
22 2 

(3» — 2)(3n— 1) 



10. 11 , 

H r ••• 
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4° Même question, la somme proposée étant 

71 

S n = — - [(4n« — i)m*+ (4n a + 6n — r) m + n 2 + 3n + 3]. 

Note. — On a, pour m = 1 , 

3n* (n + 1) 2.3 . 5.6 . 8.9 11.12 

o» = = H h * 

2 2222 

. . (3n — 1) . 3n 

+ + — â — • 

S Même question pour la somme 

S n = — - [(4^ -f- 1 2n 4" 1 ' ) m* +(4N 2 + 6/1 — 1 )m 4- n « 1 1 
2 . 3 

Note. — On a pour m == 1, 

■ 3n (n -f- 2 3.4.6.7 9. 10. 12. i3 

^n = — = Y 

2 222 2 

3n (3n 4~ 



+ 



2 

Ajoutant ensemble les valeurs que prend S„, pour m = 1, 
dans les questions 3°, 4°, 5°, on obtient 
1.22.33.44.5 3n (3n 4" 0. 

~1T~ + T~ + ~T~ + ~ T~ + H 3 

n (gn* 4~ 9 tt 4- 2 ) _ %n (3n + 1) (3n 4" 2) 

2 2.3 

ainsi que cela doit être, (S. Realis.) 



ERRATUM 



Page ,93 (vol. précédent), ligne 8, au lieu de (211 — i)A 
lisez (2n 4" O^f 



n? 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE VER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
hUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 7796"6. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 97 

— =a 

. SUR UNE QUARTIQUE UNICURSALE 

Par M. Maurice d'Ocagne, ingénieur des Ponts et Chaussées. 

(Suite, voir p. 79.) 



5. — Le centre de courbure de la courbe y i répondant au 
point C est le point E, oîi GN touche son enveloppe. Nous 
allons déterminer ce point. 

Auparavant, remarquons que les courbes (N) et (I) décrites 

par les points N et I sont homothétiques par rapport au 

ON 
point 0, puisque le rapport — est constant et égal à — 4. 

Il en résulte que les normales à ces courbes en N et en I 
sont parallèles entre elles. Or, la courbe (I) est la polaire de 
l'hypocycloïde (G f ) par riapport au point ; la normale It à 
la courbe (I) s'obtient donc en joignant le point I au point 
de rencontre i des perpendiculaires respectivement élevées 
à 01 et à C'I en et en C f . Cette droite est évidemment pa- 
rallèle à CO, puisque le point I est le milieu de CC\ 

Donc, la normale^en Ni/o courbe (N) est parallèle du rayon 
vecteur OG du point G. 

La perpendiculaire élevée par le centre de courbure E 
cherché à la droite GN, c'est-à-dire la normale à l'enveloppe 
delà droite GN, coupe la normale Nn au point n r ; la per- 
pendiculaire Oi à ON coupe Nn au point n; la normale GN à 
la courbe y 4 coupe au point c la normale Cï à l'hypocy- 
cloïde (G f ). 

Dès lors, e représentant toujours l'angle de contingence 
de l'hypocycloïde (G), c'est-à-dire l'angle de deux positions 
infiniment voisines de la droite AB, qui est aussi l'angle 
Je deux positions infiniment voisines de la droite IN, ces 
deux droites étant perpendiculaires, et tj désignant l'angle 
do deux positions infiniment voisines de la droite GN, on a 

d (N) = Nn . e = Nn' . y) 
d (G) = Ce . t = GE . 7). 
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Par suite, 

Un _ Ce 

Nn' ~~ CE * 
Du point n abaissons sur CN la perpendiculaire nH. Nous 
pourrons écrire l'égalité précédente 

NH _ Ce 

NE — CE' 
ou, en changeant le signe des deux termes du premier 
membre, 

HN _ Ce 
EN ~~CE* 
Le point I étant le milieu de CC, et IN élant parallèle à Ce, 




on a Ce = 2CN. De plus les triangles semblables ONn et IOC 
donnent nN = 4CO, ou, en projetant les segments parallèles 
nN et CO, en HN et CP, sur la droite CN, HN =4.CP. L'éga- 
lité précédente deviendra donc 

2CP_ CN 

EN — CE* 

De là on tire 

CN CN + 2CP CN + 2 CP 

CE~~ CE + EN ~~ CN 
En N, élevons à CN une perpendiculaire qui coupe CO eu 
K, et prolongeons la droite CK de la longueur KL = 2.CO. 
Nous avons 

CL CK + KL ^ CK + 2CO CK+ 2.CP 
CK — CK CK ~ (].\ 
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Doue, 

CN__GL 

CK~~CK' 
et nous voyous que les droites LN et KE sont parallèles. 
Le centre de courbure E est ainsi détermine et nous pou- 
vons énoncer ce théorème : 

Le rayon vecteur OG du point G coupant au point K la per- 
pendiculaire NK à la normale CN, si l'on prend sur ce vecteur 
le point L tel que KL — 2.C0, la droite menée par le point K 
parallèlement à la droite NL passe par le centre de courbure de 
la courbe y t répondant au point C. 

6. — Une droite quelconque menée par le point coupe 
la quartique y 4 en quatre poiuts dont les vecteurs sont 
?i> Pi» P31 Pi- Si <o représente l'inclinaison de la droite consi- 
dérée sur la droite OS, ces quatre quantités seront les 
racines de l'équation (2). De cette équation on déduit que 

- 2 7 m 

pipjpsP* — — n 
4 

Plp2p3 + pipsPi "f Plpipi + P2p8?4 = 

27 
FiP* -f Pipa + pipi + ?*?> + h?i + PaPi = 7 R * 

4 
L'égalité (3) montre que le produit des vecteurs de quatit 

points en ligne droite avec le pôle est constant, remarque déjà 

faite par M. de Longehamps. 

L'égalité (4*, qui peut s'écrire 

Pl Pl P« Pi 

montre que la somme des inverses de ces vecteurs est nulle. 

L'égalité (S) montre que la somme des produits deux à 
deux de ces vecteurs est constante, et l'égalité (5) divisée par 
l'égalité <3), que la somme des inverses de ces produits, aug 
meiitée de V inverse du carré du rayon du cercle A, est nulle» 

(A suivre.) 
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SUR UN NOUVEAU CERCLE REMARQUABLE 

DU PLAN D'UN TRIANGLE 

Par M. Cl. de Longchanip». 

{Suite, voir page 85.) 



ÉTUDE DE LA DROITE 8 

1° La droite 8 est la polaire du centre de gravité par rapport 

au cercle A. 

En effet, l'équation de A étant écrite sous la forme 
/•( a , p, Y ) = a*a« + b^ + cY + M& + c * — tt *) 
+ ay(c« + a* — 6*) + afta* + & 2 — c% 

on a 

/" a = 2 a'a + p(o» + 6 a - *) + Y (c* -fa 8 — 6*), 

f p= a(a» + 6» - c 1 ) + 26»p + r (c* + 6» - a 2 ), 
f'y = a(c* + a» — 6*) + P(6 2 + c* — a 1 ) + 2c 2 T , 
et, par suite, 

Ta + f p + /' V = 4(^ 2a + fe2 P + c 'r) • 

La polaire d'un point ((« , p , ïo) étant, comme l'on sait, 

«•r. + p.rp+Y § r7 = o, 

celle du centre de gravité E s'obtiendra en faisant, dans 
cette égalité, 

L'équation de la polaire de E est donc 

f« + f/3 + f7 = °- 
En appliquant cette relation à A, on a 

a*a + b*p + c*y = o, 
équation qui représente 8. 

2° La droite 8 est parallèle à la droite qui joint les réciproque* 

des points de Brocard. 

Les points de Brocard O, O' ont pour coordonnées bary- 

cen triques 
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II I I I I 

6*' c*' ô* ; c 5 ' ô*' F* : 
et les réciproques (*) , Oô : 

b\ c», a»; c\ a*, bK 
La droite O a donc pour équation 

* ? Y 

6* c* a 8 = o, 

c* o* fc* 

ou 

a(6*c* — a*) + f>(aV — b l ) + #«0* — c 4 ) = o. 
L'équation de 8 étant 

a a a + 6 a (3 4- c*y = o, 
les droites 3 et o o seront parallèles si Ton a (**) 
6» c * _ a * a»c» — 6* 6 8 a s — c 4 

a 4 6* c* = o, 

ii i 

condition visiblement vérifiée. 

On peut observer, mais ceci ne se rattache pas assez inti- 
ment à l'étude que nous faisons ici pour que nous y insis- 
tions autrement, que la droite O est, par rapport à ABC, 
la transversale réciproque de la droite G, axe d'homologie de 
ABC et du triangle de Brocard A^Ci (***). 

3° Si ton considère les tangentes menées au cercle circonscrit 
par les sommeU du triangle ABC, ces droites, comme ton sait, 
rencontrent les côtés opposés en trois points situés sur une cer- 
taine droite 8- 1 ; la droite 8 est relativement à ABC la trans- 
versale réciproque de 3- 1 . 



(*) Les coordonnées barycentriques de deux points réciproques 
(a ,]?,/), (a\j3"Y) vérifient les égalités (Journal de Mathématiques élé- 
mentaires, 1885, p. 63.) 

a'a" = flfF = if. 

Pour représenter deux points réciproques nous proposons de les dé- 
signer par M et Mo. 

(**) Il faut observer que dans le système des coordonnées barycen- 
triques la droite de l'infini est représentée par 

« + (3 + 7 = o. 

(*•*) Les notations que nous employons ici sont celles qui corres- 
pondent à la figure connue. (V. Journal, 1885, p. 13.) 
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En effet l'équation de la tangente menée par A au cercle 
circonscrit est 

Cette droite et les deux autres droites analogues coupent 
les côtés de ABC en trois points qui sont situés sur une 
droite 8 - 4 ayant pour équation 

ï+t + L=o. 

Ainsi les droites 8 et 8" 1 rencontrent les côtés de ABC 
en des points qui sont deux à deux isotomiques ;. ces droites 
sont donc deux transversales réciproques. 

J'ai précédemment (*) indiqué que 8 ~ * était Taxe radical 
du cercle de Brocard et du cercle circonscrit ; d'après cela, 
on peut dire que les axes radicaux du cercle circonscrit au 
triangle ABC i° avec le cercle de Brocard, 2° avec le cercle A, 
sont deux transversales réciproques, par rapport à ABC. 

La droite 8 - * dont il est ici question est une de ces droites 
remarquables qui appartiennent à la géométrie du triangle; 
elle représente la polaire du point de Lemoine par rapport 
au cercle circonscrit, et M. Neuberg a proposé delà nommer 
droite de Lemoine. Ainsi, la droite 8 est la transversale réci- 
proque de la droite de Lemoine. 

4° La droite 8 passe par le réciproque du point de Steiner. 
Le point de Steiner R (**) a des coordonnées barycen- 
triques (<x , p , y ) vérifiant les égalités 

a (6* _ c 2 ) = 6 (* — « 2 ) = Yo (a 1 — 6 2 ) ; 
le réciproque R a donc des coordonnées (a t , p t , y t ) telles 
que 

a i _ Pi _ Yi 
&* _ c « c 8 — a % a* — 6 2 ' 

et Ton a bien 

a «(6* _ c i) -f ft«(c> — a 1 ) + c 2 (a» — 6 1 ) s o. 

(*) Voyez Journal de Mathématiques spéciales, 1885, p. 127 : Sur l'hyper' 
bole des neuf points, par M. H. Brocard. 

(**) Voyez Journal 1886, p. 7 : (Swr le point de Steiner, par J. Neuberg). 
Le point de Steiner est représenté par la lettie R sur la figure citée. 
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En appliquant cette propriété, il faut observer que la relation 

<*i + Pi + ït = o, 
prouve que B est à l'infini, dans la direction de 8. On peut 

déduire de là une construction du point de Steiner, mais celle 

que nous indiquons plus loin est plus rapide et plus élégante. 

5° La droite o est harmoniquement associée au point D, centre 
ffhomologie du triangle ABC et du triangle de Brocard AjB^. 

Si Ton joint un point M aux trois sommets d'un triangle 
ABC, ces droites rencontrent les côtés opposés en des points 
M a , M b; M c ; si Ton prend les points [A a , </ b , jx c conjugués 
harmoniques de ceux-ci par rapport aux côtés du triangle, 
ces points sont situés sur une droite A a et nous dirons que 
M et A M sont harmoniquement associés (*). 

Si a , p o , y désignent les coordonnées d'un point M, l'équa- 
tion de la droite harmoniquement associée à ce point est, 
évidemment, 

hri = o» 

a Po Yo 

Gela posé, les coordonnées du point A t sont, comme on sait, 

a*, c a , fc* ; 

la droite AA t a donc pour équation 

£ — i 

et cette droite passe évidemment par le point 

a = o, (36* = YC a . 

Imaginons donc le point dont les coordonnées a', S', y' 
vérifient les égalités 

a*<x' = b*p' = c'y', 
les droites AA t , BB lt GC t , concourent en ce point qui est, 
tout à la fois, la réciproque du point de Lemoine et aussi 
le centre d'homologie des triangles ABC et A^C^. 

6° Les points 6, 6' communs au cercle circonscrit et à la droite 
5 sont deux points réciproques. 

(*) L'expression que nous adoptons ici nous paraît préférable à celles 
de pôle trilinéaire et de polaire trilinéaire qu'avait proposées autrefois 
M. Malhieu [Nouvelles Annales, 1865, p. 399) et que M. Neuberg a 
reprises [Journal 1886, p. 8). 
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En effet, leurs coordonnées vérifient les égalités 

a'py -\- b*u.y -|- c'ajB = o, 
a 2 a + b % fj + c*v = o. 
Pour reconnaître l'exactitude de la proposition énoncée il 
suffit de constater que ces équations s'échangent, mutuelle- 
ment, en y remplaçant a, S, y, respectivement par —»-»-• 

a p y 

Ainsi 8 est dans la transformation par points réciproques 
la droite qui correspond au cercle circonscrit. 

7° Les points 8, 6' sont les points communs au cercle circon- 
scrit et à un cercle décrit de Vorthocentre comme centre avec 
un rayon égal au diamètre du cercle circonscrit. 

Si par les sommets de ABC on mène des parallèles aux 
côtés opposés, on forme un triangle A'B'C; soit C le cercle 
circonscrit à ce triangle. 

La puissance de A par rapport à Ç" est égale à AB* . AC; 
elle est donc égale à — a a . D'après cette remarque, l'équa- 
tion générale des cercles étant, comme nous l'avons expliqué 
précédemment 

( a + P + ï)( ua + V P + w f) — a% h — &* a Y — c * a P = 9» 
l'équation de Ç" s'obtient immédiatement en supposant 

u ==• — a 2 , v = — &*, w = — c % ; 

ce qui donne 

(a + p + y)(a l * + 6 f P + C*y) + a'py + 6 8 ay + C % *$ = O. 

L'axe radical de Ç'' et du cercle Ç circonscrit à ABC cor- 
respond donc à l'équation 

a*a + b*p +c*y = o, 
équation qui représente S. 

De cette observation résulte une détermination élégante 
des points remarquables 6, 6'; on les obtient en construisant 
le cercle Ç circonscrit au triangle ABC et un second cercle 
ayant pour centre le point de concours des hauteurs et pour 
rayon le diamètre du cercle Ç. 

On connaît le centre de Ç"; les points et ô' étant déter- 
minés, comme nous venons de le dire, on déduit de là une 
construction très simple de ce cercle. (A suivre.) 
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ÉTUDE DES POINTS A L'INFINI 

DANS L'INTERSECTION DE DEUX CONIQUES 

Par M. Papetier, professeur de Mathématiques spéciales ai lycée 

d'Orléans. 



Étant données les coordonnées homogènes d'un point d'un 
plan x y y, z, si z = o, on dit que ce point est à l'infini dans 
Ja direction dont les paramètres sont x et t/. 

Je me propose, dans cette étude, de déterminer dans quel 
cas deux coniques ont des points communs à l'infini. 

Soient les équations de deux coniques 
f(xyz) = Ace 8 + 2Bxy + Gt/ 1 + 2Ï)xz + 2Eyz +Fa* = o (1) 
f ± (xyz) = A t x* + ^B ± xy + C ± y* + 2Ï>xz 

+ 2E 1 t/js + F 1 3»=o (2) 

J'élimine y entre ces deux équations, en supposant C et 

C t ;zfo, ce qu'on peut toujours admettre, j'obtiens un résultant 

R(a?.*)=N 2 — MP = o; (3) 

en posant : 

N = G(A 1 cc 2 + 2D i xz -f F^ 2 ) — C^Aœ 1 -f- 2T)xz+ Fa 1 ), 

M = 2[C(B 1 cc + E 4 *) — C t (Bx + Es)], 

P = 2[(Bcc+ E*)^* + 2D.XZ + F t s«) 

— (B ± x -f E 1 z)(Acc 2 + 2Dxz + Fs 8 )]. 

SoitaCo^oUne solution de l'équation(3) ; si, pour cette solution, 

M ;zf o les équations (1) et (2) ont une solution commune, et 

une seule, 

N 

Si, au contraire, M = o, alors on a aussi N = o P = o, les 
équations (1) et (2) ont deux racines communes en y, et on 
sait que ce cas ne peut se présenter que si x z est au moins 
une racine double de l'équation (3). 

Dans tous les cas si y est une solution commune aux deux 
équations (1) et (2). le point x y z est un point commun aux 
deux courbes, et on démontre sans peine que les doux coniques 
ont toujours quatre points communs distincts ou confondus. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. 1886. 5. 
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Pour que l'un de ces points s'éloigne à l'infini il faudra que 
z = o, cela revient à dire que le résultant R(ûp, z) devra 
contenir z en facteur. 

Nous allons chercher à quelles conditions géométriques 
doivent satisfaire les deux coniques pour qu'il en soit ainsi. 

I. — Les deux coniques n'ont qu'un seul point commun à l'infini. 
Il faut et il suffit que le coefficient de œ 4 dans R(x, z) soit 

nul ou que l'on ait 

(CA t — AG ± Y — 4(CB t — BC 1 )(BA 1 — AB 4 ) = o. 

Cette condition exprime que les deux coniques ont une 
direction asymptotique commune. 

M est ici différent de o : car si M = o, on a GB t — BC, = o 
et il est facile de voir que dans ce cas le résultant contient z* 
en facteur. 

Cette direction est nécessairement réelle; son coefficient 

angulaire est 

ï = _ GA * - AG i 

x CB t — BG; " 

Les deux, coniques ne peuvent être que : 

Deux hyperboles ayant une asymptote parallèle. 

Ou une hyperbole et une parabole, l'axe de la parabole 
étant parallèle à .une asymptote de l'hyperbole. 

Le point commun à l'infini est dans la direction de la 
direction asymptotique commune. 

II. — Les deux coniques ont deux points communs à l'infini. 
D'après ce qui précède nos deux coniques doivent avoir 

déjà une direction asymptotique commune". 

1° Je suppose d'abord qu'elles n'aient qu'une seule direction 
asymptotique commune ; cette direction est alors réelle; je 
prends l'axe des x parallèle à cette direction : cela revient à 
faire A = o, k t = o ; le résultant s'abaisse au troisième degré 
en x y et j'écris que le coefficient de x*z est nul; j'obtiens 

(GB, — BC.XBD, — B.D) = o. 

Or CBi — BCi ^ o, puisque je suppose qu'il n'y a qu'une 
seule direction asymptotique commune; il reste 

BD A — B 1 D = o. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 107 

Je dis que B et B t sont ;zf o ; en effet, si B = o, on doit 
avoir: soit B t = o, et alors les deux directions asymptotiques 
sont communes ; soit D = o, et alors la conique (1) se compose 
de deux droites parallèles (hypothèse que j'écarte) ; ma con- 
dition peut alors s'écrire 

D_ Di 

B — B ± ' 

Mes deux coniques .sont deux hyperboles et l'asymptote 
parallèle à Taxe des x est la même. 

Ainsi, dans ce cas, nous avons un point double à l'infini 
dans la direction de l'asymptote commune. 

2° Si maintenant mes deux coniques ont mêmes directions 
asymptotiques, le résultant est encore du deuxième degré 
en x; on a deux points distincts à l'infini dans les directions 
asymptotiques. 

En résumé, pour que l'intersection de deux coniques pré- 
sente deux points à l'infini, il faut que ces deux coniques 
soient : 

Deux hyperboles ayant une asymptote commune, 

Ou deux hyperboles ayant les asymptotes parallèles, 

Ou encore deux paraboles d'axes parallèles, 

Ou enfin deux ellipses homothétiques. 

III. — Les deux coniques ont trois points communs à l'infini. 

1° Je suppose encore comme précédemment que les deux, 
coniques n'aient qu'une, seule direction asymptotique com- 
mune, alors elles doivent déjà avoir une asymptote commune; 
je prends cette asymptote pour axe des x, cela revient à faire 
A = A t = D = D 4 = o. 

J'écris que le coeflicient de x*z % est nul dans R(x, z) et 

j'obtiens 

(GB t — C 1 B)(BF 1 — B t F) = o, 
ou comme 

GBi — C t B -£ o, 

BF t — B t F = o, 

B~ B t # 

Faisons B = B t , il vient alors F = F u les équations des 
deux coniques deviennent 
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Gy 2 + 2Bxy -f 2ÏÏyz + F* a = o, 



G ± t/ a + 2 ^ x y + sE^js -f- F i* a = ° ; 

elles ont un point triple à l'infini dans la direction de 
l'asymptote commune ; on dit que cette droite est une 

asymptote d'osculalion. 

Si x et x ± désignent les 
abscisses d'un point de cha- 
que courbe 




x 



E — E* 

x ± = ^ — - z 



G — G A 
B 






pour des valeurs suffisam- 
ment petites de t/, oc — x t 

— -E+K 
a un signe constant, celui de ^ — -, ce qui indique la posi- 

1 

tion des deux courbes par rapport à l'asymptote commune. 

On remarquera aussi que le produit des longueurs géomé- 
triques des deux axes est le même pour les deux courbes ; ce 
qui peut servir à caractériser l'osculation à l'infini. 

2° Supposons maintenant que les deux coniques aient mêmes 
direclions asymptotiques ; alors je puis supposer A = A 1? 
8 = 1^, G = C lf le résultant se réduit au 2 e degré de x et 
j'écris que le coefficient de x % z % est nul. 

G(D — DO 2 + 2B(E 1 — E)(D 4 — D) + A(B t — E) 2 = o. 

Pour interpréter aisément cette condition, je remarque 
que les deux courbes ayant mêmes directions asymptotiques 
sont du même genre; et je suppose trois cas. 

a. — Les deux coniques sont deux hyperboles. 

Je puis supposer A = o, ma condition devient 
(D - D t )[C(D - -D t ) - 2B(E - EJ| = o, 
ce qui donne l'une des deux conditions 

D — Di = o, 
ou 

2B(E — Et) = C(D — D t ). 

La première exprime que l'asymptote parallèle à Ox est 
la même dans les deux hyperboles; la deuxième, que l'a- 
symptote non parallèle à Ox est la même. 
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Dans ce cas on a un point double à l'infini dans la di- 
rection de l'asymptote commune et un point simple dans 
l'autre direction asymptotique. 

b. — Les deux courbes sont deux paraboles. 

Je peux supposer A = o, B = o: la -condition se réduit à 

D — D t = o. 
Les deux courbes ont alors pour équation 
Ct/ 2 + 2D3?* -f- 2E2/3 -f F» = o, 
Cy* + 2Dxz + 2E 1 yz + F^ 2 = o. 
Gela montre que les deux paraboles sont égales, ont leurs 
axes parallèles, et tournent leur concavité dans* le même 
sens; elles ont un point triple à l'infini dans la direction 
de l'axe, 

c. — Les deux courbes sont deux ellipses. 
La condition 

C(D, — D) 2 + 2B(E 1 — E)(D t — D) + A(E — E t y = o 
ne peut être vérifiée que par 

E = E t , 

D=D t ; 

mais dans ce cas le coefficient de xz s s'annule dans R(x, z). 

En résumé, pour que deux coniques aient trois points 
communs à l'infini, il faut qu'elles soient suivant les cas : 

Deux hyperboles ayant une asymptote commune d'oscu- 
lation ; 

Deux hyperboles ayant une asymptote commune et l'autre 
direction asymptotique commune ; 

Deux paraboles égales, d'axes parallèles, tournant leur 
convexité dans le même sens. 

IV. — Les deux coniques ont quatre points communs à l'infini. 

1° Supposons d'abord qu'il n'y ait qu'une seule direction 

asymptotique commune, alors les deux hyperboles auront 

une asymptote d'osculation, nous pouvons supposer A = A t 

= 0, 8 = 8!, F = F t , les équations deviennent 

Cy 2 + 2Bxy + 2Ey* + F* 2 = o, 

G t y 2 + ^Bxy -f 2E t yz + F* 2 = o. 

J'écris que le coefficient de x 2 z* est nul. J'obtiens alors 

4BF(C — Ci)(B — Ei) = o. 
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et comme BF(G — Gj ;zf o, 

il reste E — £4=0, 

nos deux courbes deviennent 

Ct/ 2 + 2Bxy + 2Eyz + F* 2 = o, 

G t y 2 + zKxy + 2 %* + F**=o. 
elles ont un point quadruple à l'infini dans la direction de 

l'asymptote commune. L'a- 
symptote est dite de suroscula- 
tion. Les deux courbes ont 
même sens, et le produit des 
longueurs géométriques des 
axes est le même; ces deux 
propriétés caractérisent la sur- 
osculation à l'infini. 

2° Supposons que les 2 di- 
rections asymptotes soient les 
mêmes : 
A = A t , B = B lt G = C t . 

a. — Les deux courbes sont deux hyperboles. 

Elles auront alors une asymptote commune, je la prends 
pour axe des .x, et les équations peuvent s'écrire : 

Ct/ 2 + 2Bxy + 2E2/S + F* 2 = o, 
Ct/ 2 + 2Bxy -f 2E 1 t/2f + F 1 5 2 = o. 
J'écris que le coefficient de xz* est nul, j'obtiens 

(E - B0(F - F,) = o ; 
d'où E — E t — o : la deuxième asymptote est commune. 
F — F 4 = o : Taxe de x est asymptote d'osculation. 

b. — Les deux courbes sont deux paraboles. 
Les équations s'écrivent: 

Ct/ 2 + 2T)xz + 2Eyz -f Fz 2 = o, 
Gt/ 2 + ^Dxz + 2E ± yz -f F^ 2 = o ; 
on trouve en écrivant que le coefficient de ocs 3 est nul: 

E — Et = o. 
Les deux paraboles ont même axe, tout en satisfaisant 
aux conditions précédentes (III, 2° b). 

c. — Les deux courbes sont deux ellipses. 

On doit avoir E = E t I) = D t , elles sonthomothétiques 
et concentriques. 
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En résumé pour que deux coniques aient quatre points 
communs à l'infini il faut qu'elles soient : 

Deux hyperboles ayant une asymptote de surosculation ; 

Deux hyperboles ayant une asymptote d'osculation et l'autre 
direction asymptotique commune ; 

Deux hyperboles ayant les asymptotes communes; 

Deux paraboles égales, ayant même axe et la concavité 
dans le même sens; 

Deux ellipses homolhétiques et concentriques. 



QUESTIONS D'EXAMENS 



5. — Déterminer l'asymptote de la courbe représentée par 

l'équation 

sin (o 

P = e" 8 - ! 

o 
Pour o> = o, p prend la forme - • 

Mais il est facile de voir que p est infini pour o> = o. 

En effet, on a sin w = t \ • • • 

7 i o 



U) 8 (O* 



et o w = i H 1 h • • • 



£ 



On a donc p 



I 1.2 



a>* 



1 "+ - 
- + -+... 

I I .2 



et Ton voit bien que p croît indéfiniment quand o> tend vers zéro, 
Pour déterminer l'asymptote on observe que 



O) 2 



sinw 6 
p sin (o = z — 

I+ 7 " 

on a donc lim p sin <*> = i . 

L'asymptote a pour équation y = i 
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6*. — Reconnaître que V équation 

x 4 + y 4 + z* — 4xyz(x + y -f z) = i, 
représente une surface de révolution. 

On peut observer que l'équation précédente peut s'écrire 

(x* + t/ 8 + z % ) % — 2(xy -f- xz -j" V z ) % = l 
et Ton sait que toute équation de la forme 

A* 2 + y* + »"» ocy + xz + yz) = o. 
représente une surface de révolution (C. M. S., t. III, p. 117). 



SUR LA QUESTION 75 

SOLUTION ET GÉNÉRALISATION 



Il s'agit de démontrer que le nombre entier 

• 2^2 

est la somme de deux carrés entiers. 

Cette question a été également proposée par M. Catalan 
dans les Nouvelles Annales (*) et dans Mathesis (**). Elle est 
susceptible d'une généralisation intéressante qui a été 
signalée par M. Catalan lui-même, et qui fait l'objet de la 
question 290 proposée dans Mathesis et résolue dans ce recueil 
(1886, p. 65). Nous ferons connaître ici cette généralisation 
qui entraîne la solution immédiate de la question proposée. 

Considérons l'équation 

ce* — 2ax — b 2 = o 
dont les racines a, (3, sont données par les formules 

a — a + v/a 1 + b\ p = a — y/ a 2 + O 2 . 
Posons 

nous en déduisons 



(*) Nouvelles Annales de Mathématiques; question 1453, résolue t. II, 
1883, à la page 476. 

(**) Mathesis, question 250, résolue t. VI, 1886, p. 62. 



et 
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(V n )«(a — p)* = a 2 « + p 2ft — 2* n p, 



(V*r-i)*(* — P)* = a 2 — 2 + p 2 *" 8 — 2a— 1 P"" 1 . 
D'ailleurs, nous avons 

a p = — 6» 
et, par suite, 

a w p* = (— i ) n 6 2n , a 11 " 1 p n - ! = (— i ) n " f b* n ~ 2 . 
Ces égalités donnent 
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(1) 



a«p w + &«*»-* p»- 1 = 6 2 » 1 [(— l) n + (— l)*- 4 ], 



OU 



<x ft p w + fcV" 1 p*-* = o. • 
Cette remarque étant faite, multiplions les deux membres 
de (2) par 6* et ajoutons ensuite cette égalité avec (1) ; il vient 

( a «__p«)2.|_ &»(*»-* — p«-*)*=a2»-* Ax + — ) + p 2 *-* (p + -) • 
D'autre part, nous avons aussi 



et, par suite, 



* + T = °> p + - = o, 
P a 



a + £ = -(p + |) = 2v/a* + 6«. 



Nous obtenons ainsi l'identité 
(a» — p»)« + &«( a »-* — p 11 " 1 ) 1 = (a 2 *" 1 — p 2 »" 1 ) 2 y/a» + b*, 
dans laquelle on remplacera : a, par a -f- y/a x -\- b % ; p, par 

En observant que 

a — p = 2y/a* + 6% 
nous avons, finalement, 

/a" — PV /a"" 1 — p n ~Y _ a 2 "- 1 — p 2 »- 1 

U^Tp7 +b \ a-p / ■* a-p ' 



ou 



(A) (V.)« + (6V n _i)« s Vu-i. 

D'ailleurs, les fonctions V„ vérifient la relation de récur- 
rence évidente 

V, = 2aV„_ 1 + 6«V„_ ? 
avec les conditions initiales 

V = o, V,= i. 
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Ainsi V 2 est un nombre entier, si nous supposons, bien 
entendu, que a et b désignent des nombres entiers. Nous voyons 
alors que V 8 , V 4 , . . . sont des nombres entiers et la formule (A) 
prouve que la fonction V 2n _i est toujours la somme de deux 
carrés. » 

Ce théorème général comprend, comme cas particulier, la 
démonstration du théorème proposé par M. Catalan. En 
supposant a= i, 6*= i, nous avons 

a = i -f- y/2, — [B = v/2 — 1, a — G = 2y/2 
et, par conséquent, 

_ _ (i+t/3r-' + (v/2 -.)*-' 

V2rt-1 p= * 

2V 2 

La formule (A) prouve bien que V2 n _i est une somme de deux 
carrés. (*) # G. L. 



QUESTION 100 

Solution par M. .T. T..., élève de Mathématiques spéciales. 



On donne une circonférence fixe dont le centre est C et un 
point dans son plan. Par le point on mène un& tangente OA 
au cercle C. Par un point B pris sur cette droite OA on. mène 
une perpendiculaire à OA et une parallèle BD à la droits OC, 
D désignant l'un des points où cette parallèle rencontre le cercle 
C. Enfin du point comme centre, avec OD pour rayon, on 
décrit une circonférence qui coupe en M et M' la perpendiculaire 
élevée à OA en B. On demande d'étudier h lieu des points M 
et M f quand le point B se déplace sur la tangente OA. 

Je prends pour axe des x la tangente OA et pour axe des 
y la perpendiculaire en à cette droite. Soient c, a les 
coordonnées du point C, Téquation du cercle qui a ce point 



(*) Nous avons reçu une solution delà question 75 de M. Navel, maître 
répétiteur à Bar-le-Duc ; solution analogue à celle qui a été publiée dans 
les Nouvelles annales et une autre solution présentant des développements 
intéressants de M. Jean-Baptiste Marsano, professeur à Gênes. 
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pour centre est 

(x — a)* + (y — c)* = c*. 
Soient œ i9 y t les coordonnées d'un point D de ce cercle ; 
pour avoir le lieu, j'ai à éliminer x i9 y t entre les équations 
(ak — a)* + (y t — c)* = c\ (1) 

*» + y- = a* + »?. (2) 

u —y^-lx — Xi). (3) 

Je puis remplacer la seconde équation par une autre, obtenue 
en retranchant (1) de (2) ; ceci donne 

2ax t -f- 2cy l = a* + x % -f- y 2 - (4) 

Tirant x ± et y ± des équations (3) et (4) et portant dans (1), 
j'ai, après simplifications, 

(a* + t/* - a*)* = 4C*y* , 
ou 

x 2 + (y± c) % = a* + c* 
Le lieu se compose donc de deux cercles, ayant OC pour 
rayon et pour centres deux points o> et <*>' situés sur Taxe 
des y à des distances de l'origine égales à c. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Marchis, élève au lycée de 
Rouen ; Giat, élève au lycée Saint-Louis (classe de M. Ed. Lucas) ; E. Fesquet, 
élève au lycée de Nîmes; Ferval, au lycée Henri IV (classe de M. Macé de 
Lépinay) ; Paul Bourgarel, â Antibes. 

Cette question est proposée en exercice dans le Manuel des candidats à 
l Ecole Polytechnique, de M. Catalan (p. 369); elle se résout aussi très sim- 
plement par des considérations géométriques. G. L. 



QUESTION 135 

Solution par M. F. Michel, élève de Mathématiques spéciales, 

au Lycée de Montpellier. 



Si Von joint un point M quelconque, d'une hyperbole èquilatève 
aux deux extrémités A et A' d f un diamètre, les cordes conjuguées 
à ce diamètre sont des antiparallèles de A A' dans le t7*iangle AMA' . 

(Em. Lemoine.) 

Soit OB le diamètre conjugué de AA\ Il suffit de démontrer 
Tégalité des angles MBO, MAO. 
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Les cordes supplémentaires MA., MA' sont parallèles à deux 

diamètres conjugués OC, 
OD ; le quadrilatère DOGM 
est un parallélogramme; 
par suite les angles ATX) 
et OC A sont égaux. 

D'autre part, dans une 
hyperbole équilatère, les 
asymptotes sont les bissec- 
trices des angles de deux 
diamètres conjugués; on a 
donc les égali tés suivantes : 

600=051, 

DOQ = QOC. 
En retranchant, membre à membre, il vient • 

DOB = COA. 
Les triangles BDO et OCA ont donc deux angles égaux; 

les troisièmes le sont aussi, et Ton a 

ÎÎBO = fiACT c. q. f. D. 

Solutions analogues par MM. Caronnet, élève de mathématiques spéciales 
au collège Chaptal; Léon Clément et Lucien Marchis au lycée de Rouen. 
Solutions analytiques par MM Giat, élève de mathématiques spéciales au 
lycée Saint-Louis (classe de M. Ed. Lucas); Henri Fer val, élève au lycée 
Henri IV (classe de M. Macé de Lépinay). 




QUESTION 136 

Solution par M. Hugon, à Poligny. 



Enveloppe des coniques qui ont un diamètre AA f = 2 a, donné 
en grandeur et en position, et te conjugué, donné en grandeur 
seulement. (Em. Lemoine.) 

Soit OB une position du diamètre conjugué à AA f et soit 
OB = 6. 

Si l'on rapportait la conique à ces deux diamètres, son 

équation serait 

X» . Y* 



7r + -M- I=0 - 



a 



(«) 
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Faisons une transformation de coordonnées, de manière à 
amener Taxe OY dans la position oy perpendiculaire à AB. 

En désignant par b l'angle variable des deux diamètres OA 
et OB, il faut remplacer, dans l'équation (1) : X par x — y ; 

cotg ô et Y, par . . ce qui donne 
^ r sin 6 ^ 

(x — y cotg 6)» y* _ _ 

a* "*" 6» sin» 6 

Cette équation peut s'écrire 

(x — y cotg 0)» t/»(sin» ô + cos» 6) 

ÏF"" 5 *~ ! 6» sin» ô l ~ ° m 

ou encore 

(x — y co'g 0)» , v» . . A . y» 

Développons et ordonnons par rapport à cotg 8 : 

. . . J T i i \ 2X U c °tg ô , ac» , y» 
y 2 cotg» 0(-- + — ) y , & + — + 4; ~ i = o. 

Four avoir l'enveloppe, il suffit d'exprimer que cette équa- 
tion a une racine double en cotg ô, ce qui donne 
x* / i i \ (x* tf \ 

ce» V 2 

Le lieu est une ellipse de centre O, et dont les axes coïn- 
cident avec les axes de coordonnées; leurs longueurs sont 
y/a* + 6» et 6. 

Ont résolu la même question : MM. Léon Clément, au lycée de Rouen ; 
Valabrègue, au lycée de Montpellier; Lucien Marchis, au lycée de Rouen; 
Taratte, au lycée Saint-Louis; P. Fabre, au lycée Henri IV; Voignier, au lycée 
de Nancy; Giat, au lycée Saint-Louis. 

QUESTION 146 

Solution par M. Amaury de Kerdrel, à Brest. 



On considère la courbe V qui correspond à Inéquation 

ay» = x 8 . 
Ayant pris sur Vaxe de cette courbe un point P, sur OP comme 
diamètre (O étant le point de rebroussement), on décrit un cercle A 
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qui rencontre Y en un point M; la tangente à T en ce yoînt M 
rencontre A en I. Vérifier que le lieu, décrit par ce point I est 
la courbe unicursale qui correspond aux formules 
* = t* et y _ t*(3 + 3t») 
a 4 + Qt 2 a 4 + 9t 2 

Soient x y les coordonnées du poiut I; xy les coordonnées 
du point M. Les coordonnées de ce point vérifient : 
1° L'équation de la tangente au point M à F qui est : 

2ayy — 5x%c + x* = o (1) 

et 2° 

# 2 + y 1 — 2xj? = o, (2) 

(2a étant l'abscisse du point P). 
Mais x y satisfont aux équations : 

*yl = xl, (3) 

xl+yl—2vx = o. (4) 

Soit — = l, 



an 







on aura 



Va xi 



x ay 
et t* = 






ay 



Mais 



y = al\ x = a/ 2 ; 
en vertu de ces relations l'équation (1) devient 

iy — dtx + al 3 = o. (1/ 

Éliminons d'autre part a entre les équations (2) et (4); nous 
aurons 

x (x 2 + j/ 2 ) . x(x * + Vo 2 ) = o 
ou 

x* + y 2 — ax{t 2 + /*) = o. (A) 

Nous sommes donc ramenés à chercher le second point 
d'intersection du cercle A avec la droite (l f ); le premier poiut 
étant M. Résolvons ces deux équations par rapport à x> nous 
avons 

4X 2 + (3tx — at*f — $ax{t % + t>) — o 
ou 

(4 + 9* 2 )a; 2 — (ioa/ 4 + ^at % )x -f a*t* = o* 
On a donc 
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an 6 



d'où. 



JCJUn ™ 



X 



4+9' a 



et, par suite, 



a 4 + 9** 



y t *(2 -f 3*») 

a 4 + gl % 

A ces équations correspond une unicursalo ayant la l'orme 
d'une branche parabolique doublement infléchie ; Taxe ox est, 
pour des raisons évidentes, un axe de symétrie de cette courbe. 

Nota. — Ont résolu la même question: MM. Henri Fer val, élève au lycée 
Henri IV (classe de M. Macé de Lépinay) ; Taratte, élève au lycée Saint- 
Louis; Hugon, à Poligny; Giat, élevé au lycée Saint-Louis (classe de M. Ed. 
Lucas) . 



QUESTIONS PROPOSÉES 



193. — On considère l'hyperbole H 

xy — 2px — 2<xj/ + 2a,8 = o, (Axes rect.) 
et l'on demande : 

1° Le lieu des centres des coniques Ç qui touchent les 
axes ox, oy et qui, en outre, sont doublement tangentes à H. 

Ce lieu se compose d'une droite A et d'une hyperbole 
équilatère K. 

2° Soient U les coniques du réseau Çqui ont leur centre sur K. 

Trouver le lieu des projections de O sur la droite qui, pour 
une conique U, joint ses points de contact avec les axes; et 
au? si le lieu des projections de O sur les cordes de contact 
de U avec H. 

3° On propose enfin ces deux dernières questions pour les 
coniques V du réseau Ç qui ont leurs centres sur A. 

(G. L.) 

194. — On considère une ellipse F ; soient F l'un de ses 
foyers, A la directrice correspondante, G le pied de la per- 
pendiculaire abaissée de F sur A ; par un point I on mène 
à r deux tangentes qui rencontrent A aux points A et B* 
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4° Trouver le lieu du point I sachant que G est le milieu 
de AB: 

Ce lieu est la perpendiculaire élevée à FC, au point F; 

2° Trouver le lieu du point I sachant que AFB est un angle 
droit : 

Ce lieu est une conique «p, ayant pour fo^er F, pour direc- 
trice A, et dont l'excentricité est égale à e^, e désignant celle 
de T; 

3° Trouver l'enveloppe de cp, quand on suppose que les 
ellipses r sont variables, mais restent homofocales: 

Cette enveloppe est un cercle; 

4° Trouver l'enveloppe des coniques cp, quand on suppose 
que les ellipses r varient, mais en conservant sur FG les 
mêmes sommets. 

Ce lieu est une quartique unicursale ; on indiquera les trois 
points doubles de cette courbe. (G. L.) 



ERRATA 



Pages 51 et 52. — Lire ellipse E au lieu de ellipse c. 

Page 52, lignes 18 et 19. — Lire tel que les perpendiculaires menées 
sur les droites NA t , NA 2 , NA 3 par les points A, , A 2 , A 3 ou A 3 , A, , A 2 
ou A 2 , A 3 , Ai concourent, etc. 

Page 75, lignes 18, 19, 20. — Cette conclusion suppose la relation 
1 
1g <? = - cotg a, tandis qu'on a tg f = 3 tg a. Donc les triangles isoscclcs 

correspondants au point en question ont une hauteur triple de celle des 
triangles B l A 2 A 3 , B 2 A 3 A, , B 3 A,A 2 . 

Page 79, ligne 17. — Lire prolongeant au lieu de partageant. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGCHÂ.MP3. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DB KBR. — IMPRIMERIE CHAlX. 
RUB UBRCÈRB, 20, PARIS. — 9462-6. 
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SUR UNE QUARTIQUE UNICURSALE 

Par M. Maurice d'Oesgne, ingénieur des Ponts et Chaussées. 

(Fin, Voir p. 97.) 



7. — Reprenons la formule (3). Si l'on se reporte à la 
première transformation générale étudiée dans mon Mémoire 
sur les transformations centrales des courbes planes (*), trans- 
formation que j'ai appelée l'inversion généralisée, on voit que 
la quar tique y 4 est anallagmatique par rapport à son point 
central pour Finversion d'indice 4. 

En "vertu de la formule (8) du Mémoire en question, on 
voit que la somme des cotangentes des angles sous lesquels une 
droite issue de coupe la quartique f 4 , est nulle. 

Or, dans un intéressant Mémoire publié récemment (**) et 
intitulé : Application géométrique d'un théorème de Jacobi, 
M. G. Humbert a obtenu comme conséquence de son remar- 
quable théorème I, cette proposition : La somme des cotangentes 
des angles d'intersection d'une droite et d'une courbe algébrique 
reste fixe, quand la droite se déplace parallèlement à elle-même. 

Ce théorème, rapproché du précédent, donne celui-ci qui 
constitue une curieuse propriété de la courbe Y4 • 

La somme des cotangentes des angles sous lesquels la quar-* 
tique y 4 est coupée par une droite quelconque est nulle. 

De là, ce corollaire : 

Si deux des angles d'intersection d'une droite et de la quar- 
tique Y4 sont supplémentaires^ il en est de même des deux autres. 

Ce corollaire n'est plus applicable lorsque l'un des couples 
d'angles comprend Un angle nul et l'autre égal à w, c'est-à- 
- ' — • • -■__-.— 

(*) MathésiSyi.W, 1884, p. 73 et 97.— J ai déjà eu l'occasion de citer cô 
Mémoire dans le Journal de Mathématiques spéciales (1885, p. 267) ; mais 
l'indication bibliographique donnée en cet endioit est erronée. Il faut 
la rétablir d'après l'indication actuelle. 

(**) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4 e série, t. 1, 1885 
p. 347. 

JOURNAL DE MATH. SPECi 1886» 6 
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dire lorsque la droite est tangente à y i9 parce qu'alors deux 
des cotangentes sont infinies; il y a indétermination. 

Soient a t , a„ <x 8 , <x 4 les angles d'intersection de la courbe Y4 
avec une droite donnée passant par le pôle 0; R t , R t , R 8 , R 4 
les rayons de courbure correspondants ; N lf N„ N 8 , N 4 les 
longueurs correspondantes des normales limitées à la per- 
pendiculaire élevée à la droite considérée par le point 0. 

La formule (9) de mon Mémoire Sur les transformations 
centrales donne 

sin* m \R, ! / " 



0. 



8. — Si nous envisageons maintenant la formule (4') nous 
voyons que Ton a, on vertu de la formule (22) du Mémoire 
cité, 

1=4 

COt OLi 

- = o, 



2 



p* 

c'est-à-dire que la somme des inverses des sous-tangentes est 
nulle. On voit que ce résultat peut s'énoncer ainsi : 

Si quatre points de la quartique y* sont sur une droite D pas- 
sant par le pôle 0, les tangentes en ces quatre points coupent 
la perpendiculaire élevée en 0, à la droite D, en des points dont 
le centre harmonique, relativement au point 0, est rejeté à l'in- 
fini» 

Enfin la formule (23) du même Mémoire donne 



t=4 



= 0. 



^jRi sin 3 a, 

La somme des inverses des produits des rayons de courbure 
par les cubes des sinus des angles iï intersection correspondants, 
est nulle. 
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i 

SUR LA SÉPARATION DES RACINES 

DES ÉQUATIONS ALGEBRIQUES 

Par M. Paul CJiraud, ancien élève de l'École Polytechnique, 

boursier d'Agrégation à Paris. 



1. Théorème connu servant de lemme. — Soient : 

f(x) = o 
une équation de degré m, 

f'(x) = o 

l'équation dérivée, q t et R t le quotient et le reste de la 

division de f par /\ 

Les racines de l'équation q^ = o séparent les racines 

de l'équation f(x) = o, si q x n'est pas un facteur de f{x). 

En effet, on a : 

f(x) = qi f{x) -f R t 

ou 

Soit a une racine de f(x) = o ; - est fini pour x = a ifc s, 

e tendant vers o. 

f 
Pour a? = a — e, j croit indéfiniment par des valeurs néga- 
tives. 

f 
Pour x = a-f- 6 > 7 croît indéfiniment et est > o. 

o R 
Donc -^-4 croit indéfiniment par des valeurs positives pour 

f(x) 

x = a — g, négatives pour x = a -f- e. On peut donc répéter 
sur ^Ri les raisonnements faits sur /'(#), dans le théorème 
de Rolle. 

2. — Conservons les notations précédentes, et soient 
ç, et R 2 le quotient et le reste de la division de f(x) par le 
polynôme R t , de degré m-2 ; si q ± et q % sont premiers avec 
f(x), les racines de l'équation q^B.^ = o séparent les racines 
de l'équation f(x) = o. 
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En effet, on a 

/» -=: çA + R a 

identité qu'on peut écrire, en la multipliant par — • > 

?. * m (?.. f a«) ; 

En répétant le raisonnement qui précède, puisque ' ' croît 

indéfiniment par des valeurs positives pour x = a — e, et 
négatives pour x = a -\- e ; — restant fini d'après les hypo- 

thèses faites, on voit que -^—2 croît indéfiniment par des 

valeurs négatives pour x = a — e et positives pour x = a 
+ e. Les racines de </i7 2 R 2 ■= o séparent donc celles de la 
proposée. 

Or q t est du premier degré, q % du deuxième, R, du degré 
m — 3. Si les m racines de q\qj& % = o sont réelles, il yen 
aura certainement une qui sera plus petite ou plus grande 
que les racines de f(x) = o. Il en résulte une application 
évidente à l'équation du cinquième degré. 

On peut facilement généraliser le raisonnement précédent; 
divisant f par R 2 , on aura, pour séparer les racines, à 
résoudre quatre équations : une du premier degré, une du 
deuxième, une du troisième, une du degré m — 4 ; et ainsi 
de suite. 



DEMONSTRATION DU THÉORÈME 

TOUTE ÉQUATION ALGEBRIQUE A UNE RACINE 
Par M . torchon, professeur au lycée de Versailles. 



Lemme. — Soit F (p,<p) une fonction réelle, continue et à 

détermination unique, des variables réelles p et cp (*), les racines 

■ ■ ■ 

[*) Nous supposons que F soit une foncliou proprement dite, c'cst- 

à*-Jire qu'elle ne reste pas constante si, p par exemple conservant une 

valeur fixe, y va' ie entre deux limites se'parées par un intervalle fini 1 
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de l'équation en <p, F (p, «p) = o sont des fonctions continues de p; 
de plus, lorsque p varie d f une manière continué, ces racines ne 
peuvent disparaître que par couples, et en devenant (Tabord 
égales. 

En effet, p ayant reçu une valeur fixe R, si Ton fait 
croître <p (Tune limite à une autre, la fonction F peut s'an- 
nuler pour certaines valeurs de 9. Nous désignerons ces 
valeurs (pour éviter toute considération d'ordre de multi- 
plicité) comme racines de première ou de deuxième espèce, 
suivant que, <p passant par ces valeurs, F change ou ne 
change pas de signe. 

Soit <ï> une racine de première espèce. Alors e et s' dési- 
gnant des quantités positives suffisamment petites, F(R, 9 — e) 
et F(R,cp ^\~ e) ont des valeurs de signes contraires. Si main- 
tenant on donne à R un accroissement quelconque, suffisam- 
ment petit, F(R + h,$ — e) et F(R + ft, * + e) auront le ; 
mêmes signes respectivement que F(R,<t> — g) et F (R,<ï> -f- O- 
Donc la fonction a encore une racine comprise entre <ï> — e 
et $ -f- e'. D'ailleurs elle n'en a qu'une dans cet intervalle, 
si e et e' sont assez petits pour que la fonction soit constam- 
ment croissante ou décroissante entre les limites (*). Puisque 
e et e' peuvent être pris aussi petits que l'on veut, la fonction 
F(R -f- h, <p) a une racine, et une seule, aussi voisine que 
l'on veut de $, pourvu que h soit assez petit. On voit par 
là que, si F (R, cp) n'a que des racines de première espèce, 
elles varient d'une manière continue et restent en même 
nombre lorsque p varie très peu, à partir de R. 

Si, p variant, F perd ou acquiert des racines, il faut que 
cela arrive pour certaines valeurs déterminées R' de p, telles 
que, si l'on fait cette variable successivement un peu plus 
grande et un peu plus petite que R', le nombre des racines 
ne soit plus le même. Les valeurs cherchées R' ne peuvent 
se trouver que parmi celles qui donnent à F des racines de 
deuxième espèce. 

(*) Il suffit pour cela que la dérivée de F par rapport à y ne change 
pas de signe, ce qui est possible, puisqu'elle ne passe pas par un mini- 
mum. 
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Soit R' une valeur de p telle que F(R' -f ft, <p) et F(R r — A', <p) 
n'aient pas le même nombre de racines, h et A' étant de 
petites quantités positives, nous savons que F (R', <p) a une 
racine de deuxième espèce $. Donc F(R f , $ — e r et F(R', $'-}- e') 
sont de même signe, et h étant assez petit, il en est de 
même de F(R' + h, <ï>' — e) et F(R r + h, & + e). On en con- 
clut que la fonction F(R' +^>?) a un nombre pair ou nul de 
racines de première espèce entre 4>' — e et <&' + e '• Mais il 
en est de même de la fonction F(R' r- h', <p), K étant assez 
petit. Donc le nombre des racines de première espèce com- 
prises entre <!>' — e et $ r -f- e ' qui se perdent ou s'acquièrent 
lorsque p varie de R f + h à R' — K est pair. D'ailleurs en 
faisant tendre ters zéro e, e r , h et h', on. voit que ces racines 
tendent vers $', ce qui démontre la seconde partie du lemme. 
Nous abordons maintenant la démonstration du théorème 
de d'Alembert. 

(A suivre.) 



SUR UN NOUVEAU CERCLE REMARQUABLE 

DU PLAN D'UN TRIANGLE 



Par M. <*• de Longchanips. 

{Fin, voir page 100.) 



LES FIGURES COMPLÉMENTAIRES ET ÀJNTI-COMPLÉMENTAIRES 

11. Théorème. — La droite complémentaire de 8 est l'axe 
radical qui est commun au cercle circonscrit, au cwcle conjugué 
et au cercle d'Euler. 

Mais avant d'établir les démonstrations de ce théorème, 
nous devons fixer d'abord quelques définitions nécessaires. 

12. Définitions. — Lorsqu'un point M a pour coordonnées 
p, q, r, il existe un point M' dont les coordonnées sont q -f- r t 
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r-j-p, p+ç; ces deux points M et M', ainsi associés, ont 
été appelés par M. Émil. Hain des points complémentaires (*). 
Mais pour que cette définition fasse correspondre à un point 
donné M un point bien déterminé M', il est nécessaire de 
préciserle système de coordonnées que Ton considère. En pre- 
nant, comme nous le faisons dans celte note, des coordonnées 
barycentriques, on voit que les deux points M et M' sont situés 
en ligne droite avec le centre de gravité E et que Ton a 

ME = 2EM'. 

C'est ce point M' déduit du point M, en prolongeant ME 
d'une longueur moitié moindre, point bien déterminé que 
nous appellerons point complémentaire barycentrique de M. 

Par une extension naturelle, on peut appeler figures com- 
plémentaires barycentriques, relativement à un triangle ABC, 
deux figures F, F f qui sont homothétiques par rapport au 
centre de gravité; le rapport d'homothétie étant égal à 2. 

On doit encore observer qu'il n'y a pas de réciprocité 
entre les points M et M' et, pour bien les distinguer l'un de 
l'autre, on peut dire que M' étant complémentaire de M, 
M est anti- complémentaire barycentrique de M". D'après cela, 
pour avoir le point anti-complémentaire de M dans le système 
de coordonnées barycentriques, il faut prolonger ME d'une 
longueur double. 

Les formules 

a P y a' p' y 



— * 



p q r # + r P + r P + ?' 
donnent, entre les coordonnées de deux points complémen- 
taires M, M', les relations : 

a' 6' v' 1 

P + Y ï + a a + P 2 
Dans ces égalités a, p, y représentent les coordonnées bary- 
centriques absolues d'un point M; a', p',Y celles du complé- 
mentaire. 
Si Ton désigne par a", p", y" les coordonnées du point M" 

- — - -- - — ■ — . — — 1 . — — ~ „ 1 r . - , ^_ 

(*) Archiv der Mathematik und Physik von J.-A. Grunert, 18S5; p. 21 
[Ueber complementare Punkte von Emil Hain). 
Voyez aussi Journal (Partie élémentaire), p. 131. 
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anti-complémentaire do M, on a, au contraire, 



a" 



(3" y" 

P - ' - = i. (B) 



P+y— « Y + a —- P a + p — y 

Les formules (B) et (A) permettent de trouver la complé- 
mentaire et l'anti-complémentaire d'une figure donnée, et 
la proposition énoncée se vérifie immédiatement. 

En effet, l'équation du cercle conjugué est 
a 2 (b* + c 2 — a 2 ) -j- ê 2 (a 2 + c 2 — 6 2 ) -f y 2 (a 2 -f 6 2 ~c 2 ) = o. 
ou : 

"i2 



/ .*. x l *> 2 + c 2 — a 2 , a 2 + c 2 — 6 S 

(* + P + r) j a — L i 1- P — — 

o 2 + 6 2 — c 2 ) 

L'axe radical de ce cercle et du cercle circonscrit est donc 
représenté par l'équation 
a (6 2 + c 2 — a 2 ) + p (a 2 -f c 2 — 6 2 ) + y (a 2 + 6 2 — c 2 ) = o. 

Or, si l'on considère la droite S et si l'on cherche la 
figure complémentaire de cette droite, les formules de trans- 
formation indiquées plus haut donnent précisément cette 
dernière équation. 

Cette proposition rentre d'ailleurs dans le théorème plus 
général que nous allons démontrer tout à l'heure en établis- 
sant que le cercle A a pour figure complémentaire le cercle 
conjugué au triangle. 

13. Construction de la droite B. — Les propriétés 
diverses que nous venons d'exposer permettent, de bien des 
façons, de construire 8; mais voici un théorème élémentaire, 
duquel résulte pour 8 une construction particulièrement simple. 

14. Théorème. — Si du point À, sommet d'un triangle ABU, 
avec BC pour rayon, on décrit un cercle A„, l'axe radical de A a 
avec le cercle circonscrit A coupe la parallèle menée par A, 
parallèlement à BG en un point A" ; ce point et les deux autres 
points analogues B", G" sont situés sur une droite. Cette droite 
est précisément l'axe radical 8 de ketdu cercle circonscrit. 

Les puissances respectives des sommets A, B,G, relativement 
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au cercle A a sont : 

— a 1 , c 1 — a*, i 1 — n*. 
L'équation de A„ est donc 

(«+ p + T ) |- a **+(c« -a-) p+(4--a«) T j - ç = o, 
en posant 

; =: a*fi Y + 6'«y + c*«p. 
L'axe radical de 4„ et du cercle circonscrit (! = o) a donc 
pour équation 

- «"* + (c* - o») p + (6' - o'h = o. 
D'autre part, la parallèle menée par A au côté BG est 
représentée par 

? + , = 0. 
Les coordonnées du point A" sont donc 

et l'on voit qu'elles vérifient bien l'équation 

o 1 * + *■? + c'T = o. 
Ainsi, les trois points A", B", C sont situés sur S, 

La construction qui est la conséquence de cette propriété 
est des plus pratiques, il est facile de s'en rendre compte. 

Les cercles 4,, A , A c , que nous avons imaginés au début de 
cetto étude et quo nous retrouvons ici, se coupent deux à deux, 
pour des raisons évidentes, sur le cercle 4. On obtionl ainsi, 
et avec une vérification précieuse, trois points A , B , C sur 4. 
Il y a plus, la droite AA est parallèle à BC et c'est juste- 
ment cette droite qui, par son intersection avec B O , déter- 
mine A". On comprend, d'après cela, que les points A , B„ G,, 
peuvent être obtenus avec une grande précision puisque, 
pour chacun d'eux, trois cercles (A , b bl A c pour X ) et une 
droite (la parallèlo à BG menée par A) concourent pour 
déterminer leur position. 

15. Construction du point de Steiner et du poin 

de Tarry. — La considération du triangle A,D,C„ conduit 
encore à une construction très simple du point de Steiner (*). 

(•) Voyez l'étude de M. Neuberg : Sur te point de Slettier, Journal 1886. 
p. et celle sur la point de Tarry, Matueais, 1886, p. 5. 

JOURMAL DB MATH. SPÉC. 1886. 6. 
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En effet, l'équation de B C , axe radical des cercles A« et 
du cercle circonscrit est, comme nous l'avons observé au 
paragraphe précédent, 

— a 2 a + (c 2 — a 2 )p + (b* — a % )y = o. 
Cette droite coupe le côté BG (a = o) en un point À 4 dont 
les coordonnées sont : 

ai = o, (c 2 — a 2 ) ^ + (b* — a 2 )Yt = o. 

On conclut de là que A.k ± passe par lo point N dont les 
coordonnées sont proportionnelles à : 



fta _ c * c 2 — a 2 a 2 — 6 2 

On a, de la sorte, trois droites AA t , BB t , CC 1? qui sont 
concourantes en N. Ce point, situé sur la circonférence 
circonscrite au triangle ABC, est le point de Steiner. 

Le point de Tarry étant, sur le cercle circonscrit, diamé- 
tralement opposé au point de Steiner; la construction de l'un, 
détermine celle de l'autre. 

16. Le cercle A et le cercle conjugué. — Le cercle A 
est la figure anti-complémentaire du cercle conjugué. En d'autres 
termes : les deux figures sont homothétiques inverses, le centre de 
gravité E est le centre de Vhomothétie et le rapport (Thomothétie 
est égala 2. 

Prenons le cercle conjugué dont l'équation est 

* +P' + Y |y (6a + c * _ a .j + pp _|_ a * _ ftl j (^ 

+ Y (a 2 + 6 2 - c 2 )] — f = o, 
et cherchons la figure anti-complémentaire. Les formules de 
transformation sont 

<* _ P _ Y . 
P + Y Y + a^a+p' 
nous avons donc 

(* + P + Y)t 2 « 2a + 2&2 P + 2C 2 y] — a 2 (a + Y ) (a + p). . . = o, 
ou (x + p + Y)(2a 2 a + 2Ô 2 6 + 2C 2 y) 

— (* + P + y)(« 2 * + * 2 P + c 2 y) ~ Ç = o, 
ou, enfin, 

(* + P + Y)(« 2a + b *% + c 2 T ) — Ç = o. 
Nous retrouvons bien l'équation de A. 
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17. Remarque. — On déduit de ce rapprochement entre le 
cercle A et le cercle conjugué au triangle une construction 
assez curieuse de ce dernier cercle et peut-être cette obser- 
vation n'a-t-elle pas été faite encore. 

Le centre du cercle conjugué coïncide avec l'orthocentrc, 
la seule difficulté réside dans la détermination du rayon ou, 
ce qui revient au même, dans la construction d'un point du 
cercle. 

L'observation que nous avons en vue porte sur ce fait que : 
Si par le centre de gravité E du triangle on mène dans le 
cercle circonscrit les deux transversales 8Et, ô'Et' telles que 

OE = 2Et, e'E = 2E/, 
les points t, t' appartiennent au cercle conjugué; de plus, celui-* 
ci est tangent aux droites ôt, ôY. 

Si nous cherchons, en effet, la polaire du centre de gravité 
Epar rapport au cercle A, nous trouvons, comme nous l'avons 
déjà observé, la droite 8; ainsi Eô, EO' sont deux tangentes 
à A. D'autre part le cercle conjugué A f étant la figure com- 
plémentaire de A, en prolongeant OE d'une longueur moitié 
moindre on doit obtenir un point de A'; il reste à montrer 
que ce point est placé justement sur le cercle circonscrit. 

Cherchons la polaire de E par rapport au cercle conjugué; 
l'équation (A') donne 

(fi* J_ ^2 I g 2 ) 

+ (a + p + y) — - 1 - — — - — a« r — 6 2 y— c 2 p— c 2 a— a 2 p— 6 2 a, 

ou, en simplifiant, 

a(6* 4- c 2 — a 2 ) + p (a 2 + c 2 — 6 2 ) -f y(a 2 + 6 2 — c 2 ) = o. 
Cette équation représente précisément, et comme le prouve 
l'équation (A'), Taxe radical de A' avec le cercle circonscrit. 

De là résulte évidemment la justification de la remarque 
énoncée. 

18. Théorème. — Le cercle A n'est autre chose que le cercle 
conjugué au triangle obtenu en menant par les sommets de ABC 
des parallèles à ses côtés. 

En effet, appelons A'B'C les sommets du triangle obtenu 
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en effectuant la construction que nous venons d'imaginer; 
ATTG" est la figure anti-complémentaire de ABC; par suite 
le cercle conjugué à ABC a pour transformé le cercle con- 
jugué à A'B'C*. 

On vérifie d'ailleurs directement cette proposition en obser- 
vant que les cordonnées de G" sont proportionnelles à : i, 
i et — i. 

Or l'équation 

/== (* + p + Y )(a*a + 6*0 + c'y) — a*Ôy — 6 2 a r — cHp =o, 
donne 

fa+t 'r-f'y = a ** + b ^ + **> + <* + P + ^ (a * + b * - c%) 

— 6 2 y — c*p — c 2 a — a a Y + a % $ -f- ft J a, 
ou 

f '*+?'»- fy= *(«* + *' + *)(* + p) ; 

la polaire de C est donc la droite qui correspond à l'équa- 
tion 

a -f * = O, 

c'est la droite A"B\ 
Le triangle A"B"C" est donc auto-polaire au cercle A, 
On peut dire aussi, si Ton préfère, que le cercle conjugué 
d'un triangle est le cercle A du triangle A'B'C obtenu en joi- 
gnant les milieux des côtés du triangle. 

19. Cercles complémentaires et anti-complémen- 
taires. — Ces résultats nous conduisent, par une pente 
naturelle, à la recherche du cercle qui est le complémentaire 
ou l'anti-complémentaire d'un cercle donné U. 

1° Soit 

(a + P + Y)( Wa + V P + w i) — a2 Pï "" &* a Y — c * a P = ° 
l'équation de U ; la figure complémentaire U' s'obtient en 

transformant cette équation, les formules de transformation 

étant 

* _ P ï 

- *' + P' + Y ~ *' - p' + Y *'+£'-/' 
D'après cela, l'équation de U' est 

(a' + p' -j- Y ')(wV + 1/0' + ti>Y) - a^Y — fcl *Y — c * a T = o, 
en posant: 
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4u' = v -f- w — u -\- b* + c % — a 1 , 
4t/ = V) -f- u — v + c % -f- 0* — &'» 
4tt/ = u + v — w-\- a* + 6* — c a . 

Par exemple ; si Ton cherche le complémentaire du cercle 
circonscrit, on doit supposer u = v = w = o et Ton a 

4 

_ a *py _ ft2 a y _ c * x y = . 

cette équation représente bien le cercle d'Euler. 

2° Pour avoir le cercle U" anti-complémentaire de U ; il 
faut employer les formules de transformation suivantes : 

<* _ P _ Y 

P + Y a +Y a +P 
lesquelles donnent, pour l'équation de U", 

(a"+ £" + T ")(u"a + v"p + to» — ayï' — b^Y— c**y =0; 
en posant 

u" = 2V + 2W > — a *9 
V" =2 2!V -{- 2U — 6 a , 
V)" = 2U -f- 2V — C a . 

Par exemple, au cercle circonscrit 5 ABC correspond le 
cercle circonscrit au triangle A"B"G" et, en supposant dans 
les formules u = v = w = o, ou trouve pour celui-ci l'équa- 
tion 

(a" -f (•/' + Y ")(— a 2 *" - &V' — cY'j — «T Y" — *> 2a Y 

- cvy = o. 

résultat évident à priori, lorsqu'on se reporte à la significa- 
tion des paramètres u, v, w. 

Parmi les conséquences qui découlent de ce résultat, on 
peut signaler la suivante. 

20. Théorème. — Le cercle circonscrit au triangle ABC, le 
cercle A correspondant à ce triangle et le cercle circonscrit an 
triangle A"B"C", obtenu en menant par les sommets de ABC des 
parallèles à ses côtés, ont le même axe radical. 

De ce théorème résulte encore une construction tivs simple 
de la droite 8. 

21. Remarque. — Nous voulons borner aux résultats 
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précédents l'étude du cercle A; mais il est superflu d'ajouter 
que cetle étude pourrait être poussée beaucoup plus loin 
sans perdre ce caractère de simplicité qui rend si particu- 
lièrement attrayante la géométrie du triangle. Il nous resterait 
notamment à montrer comment se comporte A avec les autres 
cercles remarquables du triangle et, d'une façon générale, 
avec les éléments, points, droites, cercles, etc.. associés 
d'une certaine façon au triangle. Mais cette étude partielle 
de A que nous venons de faire, suffira, pensons-nous, à révéler 
l'intérêt qui s'attachera peut-être à ce cercle remarquable et 
à la droite 8 que nous avons mise en lumière dans ce travail. 



-*-*- 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE 

ET DE L'ÉQUERRE 
Par M. de Longchamps. 

(Suite, voir p. 61.) 



LA DUPLICATION DU CUBE 

94. Résumé historique de la question. — Le problème 
de la duplication du cube est celui qui correspond à l'équation 

a? = 2a 5 . 

Dans cette égalité, a est une ligne donnée; x représente 
une longueur inconnue et que Ton propose de construire. 

Ce problème est insoluble avec la règle et le compas, 
pour des raisons qui sont connues de tous ceux qui sont 
initiés aux premiers principes des vérités mathématiques, et 
toute discussion sur ce point a cessé depuis longtemps. 

Hippocrate de Ghio (*) (vers 450 av. J.-C.) observa que si 
Ton pouvait déterminer deux lignes x, y telles que 

a, x, y, 2a 

(*) Ou de Chios suivant l'orthographe adoptée par M. Maximilien Marie. 
(Histoire des Sciences Mathématiques et Physiques, t. I, p. 25.) 
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soient quatre termes consécutifs d'une progression géomé- 
trique, le second terme de cette suite serait le côté cherché. 

En effet, les égalités 

& = ay, y* = 2ax, (i) 

donnent bien 

a* = 2a 8 . 

Le problème de la duplication du cube devint» après cette 
remarque, le problème de deux moyennes proportionnelles. Mais, 
comme on l'ajustement fait observer (*), « la difficulté n'était 
que déguisée; elle n'avait fait que changer de forme ». 

Pappus (**) a présenté une solution de ce problème ; c'est 
cette solution que nous allons reproduire en lui ajoutant le 
perfectionnement que Dioclès y apporta, v en introduisant la 
cissoïde dans la construction qu'avait indiquée Pappus. Nous 
donnerons ensuite d'autres solutions du présent problème . 



95. La solution de Dioclès. 

un triangle rectangle CAB, 
en prenant 

AB = 2a, ÀG =■• a ; 

puis, du point A comme centre 
avec un rayon égal à 2a dé- 
crivons le cercle A et menons 
enfin par le point une trans- 
versale OQ de telle façon que 
l'on ait ° 

IM = MP ; 
nous allons montrer que AM 
est égal au troisième terme y 
de la progression géométrique 
imaginée par Hippocrate. 

Posons AM = y ; nous avons 
SM = 2a+!/> MR = 2a — y, 
et, par suite, 

MP.OM = 4a* — î/ 8 . 



Construisons d'abord 




Fig. 70. 



(2) 



(*) Aperçu historique, p. 6. — Gh. Bossut, Essai sur l'Histoire générale des 
Mathématiques, p. 35. 

l* r ) Collections Mathématiques: lib. 8, prop. XI. 
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D'autre part, le triangle OMA et la transversale ICB 
donnent 

IM CA BO _ 

01 - CM*BA — '' 
ou 

2MP.a = (OM — MP)(y — a). 
Cette égalité peut s'écrire 

MP(a + y) = 01% - a), 
on a donc 

MP . OM . (a + y) = OM*(t/ — a). (3) 

Des égalités (2) et (3), on déduit 

( 4 a« - tf)(a + y) = (4** + » a )(y — a) 
ou, tout calcul fait, 

y 8 = 4a 8 . 

D'ailleurs les relations (1) donnent précisément y 3 =4a 8 ; 
y représente donc bien le troisième terme de la progression 
d'Hippocrate. 

Pour mener, comme le proposait Pappus, une transversale 
OQ telle que MP = MI, Dioclès, observant que 01 est alors 
égal à PQ, imagina de construire le lieu du point I, quand 
on suppose que, la transversale OPQ tournant autour du point 
0, on prend constamment 01 = PQ. C'est ainsi que la 
cissoïde s'est présentée pour donner la solution de ce pro- 
blème de la duplication du cube. 

Mais la cissoïde n'est pas, si Ton veut nous passer le mot, 
la seule duplicatrice ; Ton conçoit bien, en effet, que toutes 
les cubiques peuvent, plus ou moins simplement, jouer le 
même rôle et servir à la solution de ce problème. Il s'en faut 
même de beaucoup que la cissoïde soit la courbe qui se prête 
le mieux à cette solution, comme nous allons le montrer. 

96. Exemple d'une cubique duplicatrice. — Consi- 
dérons deux droites rectangulaires A, A r , un point fixe ; et 
soit effectuée la construction (I, 2, 3, fig. 74) dans laquelle les 
angles OAB, CBI sont droits. Cherchons le lieu décrit par le 
point I. 

Posons 

OC = d, 01 = p, AOC = co ; 
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13' 



et nous avons 

OA = 

et, par suite, 



COS iù 



dte* 
CB = dtg s w, AI=-^— 

° COS (i) 



d(i + tg»q>) 

p = 

r COS 0) 



(l> 



ou, plus simplement, 



P = 



COS 8 (O 



En coordonnées cartésiennes, cette équation s'écrit 

x* = dix* + y 8 ). 

La courbe r qui correspond à cette équation affecte la 
forme générale qu'in- 
dique la figure. Elle est 
constituée, abstraction 
faite du point double 
isolé 0, par une seule 
branche parabolique 
doublement infléchie et 
tournant sa concavité 
vers la droite A. On 
peut aussi vérifier que 
l'inflexion delà branche 
a lieu pour o> = 3o°, ce 
qui permet de déter- 
miner ce point très faci- 
lement et cette remar- 




Fig. 74. 



que trouve [son utilité dans le iracé de la courbe. Nous déter- 
minerons tout à l'heure la tangente en un de ses points ; 
montrons d'abord comment elle peut servir do duplicatrice. 

Du point comme centre, avec un rayon égal à d\Ji, dé- 
crivons un arc do cercle qui coupe Y au point Y. Nous aurons 

x* = d[d\/2) 2 
ou 

X* = 2d 8 . 

. Ainsi OB' est le côté du cube qui, en volume, serait le 
double du cube dont le côté est égal à OC. 
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Le tracé de la tangente à T, en un point pris sur cette 
courbe, se fait très simplement par la remarque suivante. 

Soit I un point de la courbe; désignons par p et a les 

coordonnées de ce point. L'équa- 
tion connue de la tangente à une 
courbe, dans le système des coor- 
données polaires, donne, dans cet 
exemple et après calcul fait, 

- = cos 2 a { cos cd(cos 2 a-{- 3 sin 2 a) 

P 

— sin o) sin 2 a j- 

Parmi les solutions évidentes de 
cette égalité, on peut distinguer 
la suivante : 




o> = go ( 



— = — 2C0S 3 <x sin a 



et, par conséquent, 



cos 8 a 



p désignant la distance à l'origine 
du point oïl la tangente cherchée 
rencontre 01. 
On a d'ailleurs 

et OP = -°L 



sm a 



OQ = Po = — 



OP 



2 



On obtient donc la tangente IQ en prenant OQ = 



PO 



2 



Sur la figure nous avons appliqué cette construction géné- 
rale à la tangente inflexionnelle et, à cet effet, nous avons 
pris l'angle a égal à 3o°. 

Nous aurons d'ailleurs occasion de signaler plus loin d'autres 
cubiques qui se prêtent d'une façon commode à la solution du 
problème qui nous occupe et dont le tracé s'effectue avec la 
règle etl'équerre;mais voici, pour quitter ce sujet incident, 
deux solutions qui nous paraissent intéressantes et qui 
n'exigent que le tracé des courbes simples : le cercle, l'hy- 
perbole équilatère ou la parbole. 
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97. Solution du problème de la duplication du 
cube par un arc de cercle et un arc d'hyperbole 
équilatère. — Prenons un angle droit yox et un point M; 
de M, abaissons les perpendiculaires MP et MQ, puis joi- 
gnons PQ. Cette droite ren- 
contre la perpendiculaire 
élevée à OM, au point M, en 
un certain point M'. 

Soient x, y les coordonnées 
de M ; x\ y' celles de M'; nous 
avons d'abord 

- + -— i; (i) 

x y 
d'autre part, l'équation de MM' 
donne 

y{y' — y)+ *¥ -*)= o. (2) 

Les relations (t) et (2) don- 
nent par combinaison 

li- 
ât ~~ 




Fig. 78. 



yl 

X 3 



Le problème général, celui qui se propose de construire un 
cube qui soit à un cube donné dans un rapport donné, trouve dans 
cette relation une des solutions les plus simples, si nous ne 
nous trompons, qu'il comporte. 

Toute la question revient évidemment à celle-ci: étant 
donné le point M', trouver le point correspondant M. Or le 
point M appartient: 1° au cercle y décrit sur OM' comme 
diamètre (éq. 2j, 2° à une hyperbole équilatère H ayant pour 
asymptotes les droites M'R, M'S menées par M', parallèle- 
ment aux axes, et passant par l'origine (éq. i). 



98. Duplication du cube au moyen de deux arcs 
de paraboles. — Nous donnerons encore, pour terminer cette 
digression, une solution du problème de la duplication du 
cube au moyen de deux arcs de parabole. 

Prenons un rectangle OAlMB, projetons le sommet M sur 
A.B en M'. Nous avons 
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M'B" 
et par suite 
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MA 2 



2 



MB 



2 



M'A' = AM.AR, M'B 2 = BS.BM, 



M'Q 
M 



MA\» 



-g _ /ma\ 

t — \mb; 



Comme nous l'avons observé au paragraphe précédent, le 
problème revient, d'après cela, à déterminer le point M, 
connaissant M'. Or, lorsqu'on fait tourner autour de M' les 

iP' deux droites rectangulaires AB et 
M'M, les relations : 
M'S* = MS.BS, M'R 2 = MR.AR, 
prouvent que Ton peut considérer M 
comme appartenant aux deux para- 
boles P,P'lesquelles se construisent 
point par point au moyen de la 
règle et de l'équerre, comme l'in- 
dique la figure, la construction 
relative au point M . pouvant se 
reproduire pour tous les autres 
points de P et de P\ 
On voit que cette construction réalise, avec la généralisa- 
tion convenable, l'idée arithmétique qui avait conduit Hip- 
pocrate au problème des deux moyennes proportionnelles. 

(A suivre.) 
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Fig. 74. 



QUESTIONS DIVERSES D'EXAMENS 



7*. — Démontrer que le parallèlipipède de Binet a un volume 
constant. 

Considérons un hyperboloïde à une nappe H, et trois 
génératrices quelconques G. G', G ¥ de cette surface, mais 
appartenant au même système. Si par chacune de ces 
droites on mène des plans parallèles aux deux autres, on 
détermine ainsi un parallèlipipède qui paraît avoir été 
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imaginé, pour la première fois, par Binet (Journal de FÊcole 
Polytechnique, 16 e cahier). La proposition énoncée exprime 
que le volume de ce parallélipipède est constant, quelles 
que soient les génératrices de même système G, G', G*. 

On sait que si l'on prend pour axes de coordonnées les 
parallèles aux arêtes du parallélipipède menées par le centre 
de cette figure, l'équation de E^ peut s'écrire 

myz -|- nxz -\- pxy -f- *&np = o, 
ou encore 

yz , xz . cci/ . 

— + h — + i = o f 

np mp nm 

2M, 2n, ip désignant les longueurs des arêtes du paralléli- 
pipède. 

D'ailleurs, si Ton désigne par X, »x, v les angles des faces 
de ce parallélipipède, on sait aussi que son volume Y est 
donné par la formule 

V= Smnp v/A , 
en posant 

I COS V COS {X 

A = cos v i cos X 
cos \J. cos X i 
Cela, posé, un changement d'axes, effectué sans que l'ori- 
gine soit déplacée, fait que 



devient 



e + ïî + a^+i 
np mp mn 



les nouveaux axes sont rectangulaires ; et a, b, c désignent 
les longueurs des axes de Thyperboloïde. 

A 
Dans la notation ordinaire, la fonction-— jouissant de la 

propriété de l'invariance, on a donc 



\m*tt 2 p7 



n _ 



ou 



A a*b*c % 

abc = mnp y/A » 
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Cette égalité prouve que le parallélipipède de Binet a un 
volume égal à celui du parallélipipède construit avec trois 
diamètres conjugués quelconques. 

Ce théorème remarquable est, croyons-nous, connu depuis 
longtemps; il fait l'objet de la question 4531, proposée dans 
les Nouvelles Annales de Mathématiques (1885, p. 248). La 
démonstration précédente nous a été verbalement commu- 
niquée par M. Ed. Lucas. 

(A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Brocard. 

... La quartique trinodale y 4 que vous avez étudiée aux 
§§ 31-39 de votre Mémoire sur les courbes parallèles et sur 
laquelle M. d'Ocagne vous a communiqué d'intéressantes et 
nouvelles remarques, a déjà été rencontrée dans d'autres 
recherches. Elle est en effet le lieu géométrique qui répond 
à la question 22 de la Nouvelle Correspondance mathématique, 
t. I, 1874-1875. 

Étant donnés trois points fixes, trouver le lieu d'un qua- 
trième point tel que les axes des deux paraboles passant 
par ces quatre points forment entre eux un angle donné. 
(Concours d'admission à l'École Polytechnique en 1874.) 

Voir aussi les Nouvelles Annales, 2 e série, t. XIV, 1875, 
p. 172-175. 

La solution de la question 22 a été très savamment exposée 
dans la Nouvelle Correspondance mathématique par M. Philippin 
(p. 124-132), puis par MM. Saltel et Dewulf (p. 196-198)... 
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BIBLIOGRAPHIE 



Sur l'histoire des sciences mathématiques et physiques, 
deM. Maximilien Marie (Bibliotheca Uathematica, 1886, n os 1, 2). 
Extrait de trois lettres adressées à M. G. Enestrôm, par 
B. Boncompagni (Stockholm), — Dans cette petite brochure 
le prince B. Boncompagni, dont la profonde érudition et le 
grand amour des sciences sont connus de tous ceux qui, à 
un titre ou à un autre, s'occupent de mathématiques, relève 
plusieurs erreurs qui ont échappé à M. Maximilien Marie. 
Nous n'avons pas à prendre ici parti entre M. Maximilien 
Marie et le prince Boncompagni dans les délicates questions 
historiques pour lesquelles notre compétence est absolument 
nulle. Nous estimons pourtant que les inexactitudes révélées par 
le savant auteur de la brochure que nous signalons à nos 
lecteurs, bien que du plus haut intérêt, n« détruisent pas le 
très grand mérite de l'ouvrage de M. Marie. Il nous semble 
qu'il n'est que juste de reconnaître que, dans une œuvre aussi 
délicate et aussi considérable que celle qu'a entreprise M. Marie 
en publiant cette histoire des sciences mathématiques et 
physiques, des erreurs, même assez nombreuses, sont inhé- 
rentes à un pareil travail et je suis sûr que M. Marie, le 
premier, saura le plus grand gré à son contradicteur de les 
lui avoir indiquées. 

Nous rappelons à ce propos qu'un extrait de cet ouvrage a 
paru dans ce journal (*), il y a deux ans. Il devait être suivi 
d'une analyse que feu Vazeille, notre collaborateur à cette 
épdtjue, se promettait d'écrire. Mais, comme je l'ai rappelé 
dans la notice nécrologique que je lui ai consacrée, Vazeille 
était pour la rédaction des articles plein de bonnes intentions 
qui malheureusement aboutissaient rarement (**). 

G. L. 



(*) Journal de Mathématiques élémentaires, 1884, p. 92. 

(**) Les neuf premiers volumes de l'ouvrage en question ont été déjà 
publiés et sont en vente à la librairie Gautnier-Villars. trois volumes 
restent encore à paraître et compléteront cette grande et importante 
publication f avec le neuvième volume commence la treizième période, 
de Lagrange à Laplace. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



195. — On considère des hyperboles équilatères H qui 
ont pour centre un point fixe et qui passent par un autre 
point fixe A. 

Trouver le lieu décrit par les sommets réels de H. 

Ce lieu est une lemniscate de Bernoulli. 

On propose, après avoir reconnu ce fait par le calcul, de 
rétablir géométriquement en prenant pour base de cette 
démonstration géométrique la propriété suivante : 

Le produit des distances d'un /ot/er F d'une hyperbole équi- 
latêre à deux points A, A' de la courbe, diamétralement opposés, 

est égal au carré de ■ • 

On établira d'abord géométriquement cette relation. 

(G. L.) 

196. — Circonscrire à une ellipse un quadrilatère ou un 
triangle inscrits à un cercle concentrique. Faire voir que le 
problème est impossible ou indéterminé, et chercher la valeur 
du rayon pour laquelle il est indéterminé. 

Mêmes problèmes quand le centre du cercle est confondu 
avec l'un des foyers. (Amigues.) 

197. — Lieu des centres des coniques circonscrites à un 
triangle et dans lesquelles la somme des carrés des lon- 
gueurs algébriques des axes est égale à K. 

Distinguer s'il y a lieu les arcs qui correspondent à des 
Centres d'ellipses. (Amigues.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGCHAMPS. 
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SUR QUELQUES DÉCOMPOSITIONS EN CARRÉS 

Par M. Edouard Lucas* 



Si Ton désigne par a et 6 les deux racines de l'équation 
ce 2 = Px — Q, et si Ton pose 

Q n £n 

U n = r- , V n = a* + b'\ 

a — o 

on sait que U n et V H sont entiers, si P et Q sont entiers, car 

on a les formules de récurrence 

U B+1 = PU n+1 - QU m 

V n+2 = PV n+1 - QV M . 
Désignons par A Fexpression (a — b) % = P* — 4Q. il est 
facile de vérifier les formules suivantes 

U 2H+1 = ULi-QUL (1) 

v 2jl =v;-2Q», (S) 

V 2jl = AU; + aQ\ (3) 

De la formule (1) que j'ai publiée dans la Nouvelle Corres- 
pondance mathématique (t. III, p. 405), il résulte immédiate- 
ment ces deux théorèmes. 

I. — La fonction numérique U 2n+1 est une somme de deux 
carrés, si le produit Q = ab est égal en signe contraire au 
carré d'un nombre entier. 

Pour P = 2, Q = — 1, on a la proposition de M. Catalan. 

II. — La fonction numérique U 2 „+i est décomposable en 
un produit de deux facteurs, si le produit Q = ab est le carré 
d'un nombre entier. 

Les deux facteurs sont 

Un+i+Un^Q et U u+1 -U, lV /Q; 
exemple P = 4, Q = 1 . 
De la formule (2) on déduit de même : 

III. — Lorsque le produit Q = ab est le double d'un carré 
négatif, la fonction numérique V^ ost une somme de deux 
carrés. 



(*) Voir le Journal de Mathématiques spéciales, p. 113. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. 1886. 
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IV. — Lorsque le produit Q =ab est le double d'un carré 
positif, la fonction numérique V 4n+2 est le produit de deux 
nombres entiers. 

Par exemple, pour a = 2. 6=1, on a la formule de 
M. Leiasseur 



2 



4n+2 



+ I = (2 2ll+1 + 2" +l + l)(2 an+1 — 2" +i + i). 



La formule (3) donne encore : 

V. — Lorsque le discriminant A = (a — 6) 2 est le double 

d'un carré, la fonction numérique - V 4n est une somme de 

deux carrés. 

VI. — Lorsque A est le double d'un carré négatif, la 

fonction - Y 4 „ est décomposable en un produit de deux fac- 
2 

teurs entiers. 

VIL — Lorsque le produit QA est le double d'un carré, 

la fonction - V 4n+2 est une somme de deux carrés. 
2 

VIII. — Lorsque le produit QA est le double d'un carré 
négatif, la fonction - V/ in+2 est le produit de deux nombres 



entiers. 
Ainsi, dans l'exemple choisi par M. Catalan, pour P = 2, 

Q = — 1, A = 2V/2, on a 

I V 4n+2 = (2 U n+ i + 1) (2 U, l+ i — 1). 

2 

Les formules 

H^ = A U n * + 3Q n , ir = A tV + Q», 

ïï?ï = V n * - Q", ^~ = V n * - 3 Q\ 

V n V « 

donnent lieu à un grand nombre de théorèmes du même 

genre. 
Enfin, si Ton se sert de la formule de Gauss (Disquisitiones t 

sect. VI), 

z v — 1 

4 * = Y* ± p Z», 

3 — 1 
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on a ce théorème général : Si A est égal au produit d'un 
nombre premier p de la forme 49 -)- 3 par un carré positif 
ou négatif, les quotients 

pU, pY„ 
sont, quelle que soit la valeur entière de n, égaux à une 
somme de deux carrés, dans le premier cas, et à une diffé- 
rence de deux carrés, dans le second, 

Au moyen de tous ces théorèmes, et d'autres analogues, 
on peut démontrer d'un très grand nombre de manières que 
tout nombre entier est la somme de quatre carrés. 



NOTE SUR LA STROPHOIDE 

Par M. Lebcl, maître répétiteur au Lycée de Nice. 



1. — Par un point P pris sur une strophoïde, on mène 
des tangentes PM, PM, à la courbe, et l'on joint M,M V Le 
triangle M,PM, ainsi formé I | 
jouit de plusieurs propriétés 

assez remarquables. 
Désignons par r 
8 le coefficient aratoire de P 

— — OM, 

— — OM, 

— - ON 

— — PM, 

j, _ M,M, 

Nous allons calculer les re- 
lations qui existent entre ces 
divers coefficients angulaires, 

2. — Soit 

(x* + tf)x — a(y» — «■) = o. 
l'équation de la strophoïde et 
ux -4- vy — 1 =0, (1) 
celle d'une droite. L'équation du faisceau de droites joignant 



148 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

l'origine aux points d'intersection de cette droite avec la 
courbe est 

(x* + y*)x — a(y 2 — x*)(ux + vy) = o 
ou 

(i + au)x* -f- avx % y -f- (i — au)xy 2 — avy z = o. 

L'équation aux coefficients angulaires de ces droites sera 

«._izi^_,_i±^ =0 . (2) 

av av v ' 

Si CCt"' sont les racines de cette équation, nous avons donc 
les relations 

t+r+r = l=J^, ( 3) 

av ' 

et" + ri' + tr = — i , (4) 

u<r= l+au . (5 ) 

Considérons la droite PM t . L'équation (2) relative à cette, 
droite admet t comme racine double, et comme troisième 
racine 8. La relation (4) devient 

t\ + 20^ +i=o. 
Les coefficients angulaires t x et t 2 sont les racines de 
l'équation 

V i + 26/ + i = o. (6) 

On a donc 

h + >2 = ~ 26 (7) 

kh = i . (8) 

Cette dernière relation permet déjà d'énoncer une propriété 
des points WJA % . Soient x i et x % leurs abscisses : 

La relation (8) montre que 

X^ — """" (Z/2* 

Ainsi, les points M 4 ef M 8 sont équidislants de Oy. 

3. — Réciproquement, si deux points M t , M a sont équidis- 
tants de Oy, et situés de part et d'autre de Ox, les coefficients 
correspondants t t , ^vérifiant la relation (8), les tangentes menées 
en ces deux points àlaslrophoïde vont se rencontrer sur la courbe. 

En effet, calculons le coefficient angulaire ï de la droite OP 
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P étant le point de rencontre de la tangente en M ± avec la 
strophoïde. Il suffit de faire dans l'équation (4) /" = t'" = t x 

2tJ + t\ + i = o, 

Cette expression est une fonction symétrique de t i et -- . 

«t 

elle reste donc la même lorsqu'on change t t en t 2 . 

Les tangentes en M 4 et M 2 rencontrent la courbe au môme 
point. 

■ 
4. — Considérons maintenant l'équation (1) comme repré- 
sentant la droite PM 4 . Les relations (3) et (o) permettent de 

u 

calculer le coefficient angulaire de cette droite. Retran- 

v 

ehons membre à membre (3) et (5). nous avons 

— 2 - = t + f -f r ~ t' r r, 

v 
m x =- (6 + 2^ — tof). (9) 

2 

Mais on tire de (6) 

t x * = — (rtt x + i). 

Substituant, il vient 

Ml t =- (0 + 2t x -f- 2 6*/!+- 0), 

ou 

>»! = {**+ O'i+0. (10) 

De môme 

iii t = (e«+i)t t + 0. (H) 

Si l'équation (1) représente M t M a ; t t , t if t 3 sont racines de 
l'équation (2)> et en vertu de la relation (4) nous avons 

(h + '2) h + h t s -f- 1 = o 
— 26/3 + 2=0, 

'.= Ç. (1) 

Nous voyons, par cette relation, que les points Pe/N sont 
équidislantsde Oy et jouissent de la même propriété que les points 
M t et M 2 . 
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5. — De (9) on déduit le coefficient angulaire «x en y rem- 
plaçant f, f, t'" respectivement par t ln t % > t a : 

[x = — e. (13) 

Nous pouvons faire ici deux remarques : 

Les droites OP t MjM* sont également inclinées sur Ox. 

Les droites ON, M t M s sont rectangulaires. 

La dernière permet de trouver l'enveloppe de M 4 M 2 lorsque 
le point P décrit la strophoïde. 

Cette enveloppe est la podaire négative de la strophoïde par 
rapport à son point double, c'est-à-dire une parabole ayant 
pour axe Ox, pour directrice Oy, et pour sommet le point A. 

6. — Partant des relations établies, nous allons démontrer 
que le point double de la strophoïde est le centre du cercle inscrit 
au triangle M^PMa. 

1° La droite OP est bissectrice de l'angle M. i ?M 2 . 

Pour le démontrer, il suffit de faire voir que les droites 
PM lt PM 2 , OP et la perpendiculaire à OP forment un faisceau 
harmonique, c'est-à-dire que l'on a 

(Wi -f- m 2 )(ô — Ij — 2 (/% m 2 — i) s: o, 

_ 2 0* (0« _ ,) _ 2 [(8 2 — i) a — 2Ô*(Ô* -f i) + ô 2 — i] = o,' 

_ 2 6 2 (6*— i) + 2 (Ô 4 — O 2 ) = 0; 
ce qui est évident. 

2° La droite OM t est bissectrice de l'angle M 2 M t P. 

On le démontre de la même manière en montrant que 
M t M 2 , PM t , OM f et la perpendiculaire à OM^ forment un 
faisceau harmonique. Il faut alors vérifier que 

K+ ri(*i — 7) — 2 ( m & —0 = o. 
(ô 2 + Od 2 -O + 2 [(e 2 + 1) e/ t + e* + 1] = o, 

— 26^ — 2 + 2 (8^ -f 1) = o, 

identité évidente. 

La même propriété existe évidemment pour OM 2 . 

La proposition énoncée est donc démontrée. 

(A suivre.) 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 151 



SUR LES COURBES PARALLÈLES 

ET QUELQUES AUTRES COURBES REMARQUABLES 

Par M. G. de Iiongchamps, 

(Suite, voir p. 53.) 



LES TRANSFORMATIONS CENTRALES 

44. Considérations générales sur les transforma- 
tions centrales. — J'aborde maintenant quelques exemples 
de transformations centrales, mais en me préoccupant uni- 
quement du point que j'ai eu particulièrement en vue dans 
cette note; c'est-à-dire du tracé par points et par tangentes 
des courbes qui sont transformées d'une courbe donnée, 
suivant une certaine loi géométrique. 

Soient deux points m, M, supposés mobiles dans un plan, 
ou dans l'espace, et tellement placés que la droite mM passe 
constamment par un point fixe 0. Si m décrit un lieu géomé 
trique y; M, de son côté, décrit un autre lieu géométrique T; 
en supposant toutefois que les distances 

Om = u 9 OM = U, 
vérifient une certaine relation 

fl«,U) = o. ^ (A) 

Les deux courbes y, r se correspondent ainsi l'une à l'autre ; 
c'est ce qu'on nomme une transformation centrale. 

Pour nous borner ici aux transformations centrales effec- 
tuées dans un plan, nous ferons observer qu'on peut distin- 
guer celles-ci en deux genres suivant que la formule (A) 
renferme, ou non, l'angle co, inclinaison du rayon vecteur OmM 
sur l'axe polaire. La transformation par rayons vecteurs réci- 
proques, et aussi celle qui engendre les courbes conchoïdales, 
sont des exemples de transformations centrales du premier 
genre ; la transformation réciproque que nous avons étu- 
diée ici (*) et dans laquelle le segment mM est constam- 

(*) Voyez Journal, 1882, p. 49. 
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ment vu d'un certain point fixe sous un angle droit, rentre 
dans le second genre. 

Dans l'un* ou l'autre de ces deux genres, on distingue 
naturellement les transforma/ions unicursales et celles, plus 
générales, qui sont caractérisées par deux nombres entiers 
positifs, p et q. La formule (A) fait d'ailleurs connaître ces 
deux paramètres ; p et q désignant le plus grand exposant 
qui, dans cette formule, affecte respectivement les lettres u,U. 
Lorsqu'on a p = i et q = i , la transformation est unicur- 
sale; on peut lui donner aussi le nom de transformation 
uniforme. Enfin, si la formule (A) est symétrique par rap- 
port aux lettres u et U, on dit que la transformation consi- 
dérée est involutive. 

45. Application générale dés transversales réci- 
proques aux transformations centrales. — L'appli- 
cation que nous voulons mettre ici en lumière et qui a toute 
la généralité possible, vise, bien entendu, le tracé des tan- 
gentes. 

Imaginons deux courbes y et T transformées l'une de l'autre 
comme nous venons de l'expliquer dans le paragraphe pré- 
cédent. En conservant les notations adoptées posons : 

(V = OM — Oro = U — tr, 
et considérons la courbe G lieu du point (/., courbe qui se 
trouve ainsi adjointe à y et à T. 

En prenant deux rayons vecteurs infiniment voisins 
(o|jlwM, oj/m'M'), si les points o, [/., m, M se succèdent dans 
l'ordre des lettres qui les représentent, les droites ja[/, mm' 
sont deux transversales réciproques du triangle OMM\ En 
passant à la limite, on reconnaît que la connaissance des tan- 
gentes à deux des courbes y, T, G entraîne celle de la tan- 
gente à la troisième. Cette conclusion n'est pas infirmée par 
la disposition des quatre points o, [/., m, M; le tracé de la 
tangente inconnue est seulement modifié d'après la situation 
respective de ces points, de telle sorte, que le principe des 
transversales réciproques soit toujours vérifié. 

Dans l'exposition précédente on reconnaîtra sans doute 
une application nouvelle de cette idée de dépendance corrélative 
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dont Poncelet a montré toute la puissance dans sa théo- 
rie des polaires réciproques, idée aujourd'hui classique, et 
qui, prise dans son sens le plus étendu, peut se formuler 
ainsi : d'une propriété connue appartenant à une fig. f, déduire 
une propriété nouvelle pour la fig. F, transformée de la proposée. 
L'évidence même du principe que nous avons posé tout à 
l'heure, la simplicité excessive de la construction à laquelle 
il conduit, laquelle, suivant la disposition des points con- 
sidérés, consiste à prendre le symétrique d'un point par 
rapport à un autre point, ou à mener par un- point donné 
une droite partagée par deux autres en deux parties égales, 
n'ôtent rien, bien au contraire, à son utilité; et ce n'est 
pas, croyons-nous, exagérer le service que les transver- 
sales réciproques sont appelées à rendre dans leurs appli- 
cations au tracé des tangentes, que de dire qu'elles ont 
vraiment doublé le nombre des cas ou l'on peut, avec la plus 
grande élégance, déterminer la construction de la tangente. 
Mais sans insister sur ces réflexions générales, nous voulons 
seulement nous attacher à quelques exemples particulière- 
ment simples de transformations centrales. 

46. — Voici un premier exemple qui prend son origine 
dans les idées précédentes quand on applique celles-ci à 
la transformation par rayons vecteurs réciproques. 

Prenons une courbe y et un 
point fixe 0; par ce point 
menons un rayon vecteur 
rencontrant y en tw, puis 
déterminons le point M sur 
le prolongement de Ont et 
de telle sorte que 

Ow.roM = k\ 
le point M décrit une cer- 'fi 
taine courbe T et nous 
voulons déterminer la tan- Fig j 

gente à r en ce point M. 
A cet effet, observons qu'en prenant Ou. = mM", nous avons 

Oja.Ow = k*\ 

JOURNAL DE MATH, SPÉC. 1866» 7. 
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d'après une propriété connue la tangente au lieu décrit par u 
coupe la tangente SS' en un point S qui appartient à la per- 
pendiculaire élevée au milieu H de jxm. 

Le point S étant déterminé, il suffit de prendre le symé- 
trique S', par rapport à m; le principe des transversales 
réciproques prouve que S'M est la tangente demandée. 
Cette construction subsiste si le segment mM a, comme dans 
s la ftg. 2 une direction con- 

traire à celle du rayon vec- 
teur Ont ; il faut seulement 
bien observer que le segment 
0\x a, dans un cas comme 
dans l'autre, la direction du 
segment Mm. 

Cette transformation des 
Fig. 2. figures planes, en posant, 

comme nous l'avons fait plus haut, 

Om = u, OM = U, 
correspond à la formule 

w(U - u) = ± i a , (1) 

qu'on peut encore écrire 

u 

Adoptons le signe — (ce qui correspond, comme le montre 
la formule (1), au cas oîi le segment mM est porté dans la 
direction mO) et supposons que la courbe y soit une circon- 
férence passant par le pôle 0, le lieu décrit par M, la 
transformée du cercle en d'autres termes, est une cubique 
circulaire. La cissoïde et la strophoïde ordinaires peuvent, 
en particulier, être engendrées de cette façon. 

En prenant pour y une droite quelconque, on trouve encore 
pour la transformée une cubique circulaire ; et l'on arrive 
ainsi, par tiansformation du cercle ou de la droite, à une 
élégante construction pour le tracé des tangentes aux cubiques 
circulaires unicursales ayant un axe de symétrie. 

47. — Cqnsidérons maintenant deux courbes quelconques 
/*, ? et sur le rayon vecteur qui tourne autour du pôle pre- 
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nons à chaque instant 

BG . AB = &» ; 
il s'agit de mener la tangente au lieu décrit par G. 

Soit 
OP = ÀB, OQ = BC; 

nous avons donc 

OP . OQ = k\ 
par suite, les tangentes 
0, 0' aux courbes décrites 
par les points P et Q se 
coupent sur la perpendi- ° 
culaire élevée au milieu Fi 9* 8 - 

de PQ. La tangente se détermine par le principe des 
transversales réciproques appliqué aux points (0, P, À, B). 
Gonnaissant 0, nous en déduisons 0' ; pour achever la con- 
struction il suffit d'appliquer de nouveau le principe rappelé 
aux quatre points (0, Q, B, G). 

En remplaçant les courbes f et 9 par des droites ou des 

circonférences passant par le pôle, on obtient différentes 

courbes dont la discussion est très facile, vu la génération 

si simple qui leur a donné naissance. Par exemple, en prenant 

deux cercles passant par le pôle et tangents entre eux, on 

retrouve encore une génération des cubiques circulaires à 

axe de symétrie. 

(A suivre.) 



STÉRÉOTOMIE : MUR CYLINDRIQUE 

Par M. Songaylo. 



1. — Un mur de soutènement a la forme d'un prisme 
droit, dont la base est un trapèze birectangle ABCD' (fig. 4). 
Il est divisé en voussoirs par des joints composés de deux 
parties planes : Tune EF perpendiculaire au plan de la face 
en talus du mur, l'autre FG horizontale. Lorsque deux murs 
ainsi formés se rencontrent, on raccorde leurs faces exté- 




156 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

rieures à l'aide d'une surface cylindrique, dont la trace 
horizontale est un arc de cercle et dont les génératrices sont 

parallèles à l'intersection des plans 
inclinés qui terminent ces murs. La 
partie qui raccorde les deux murs droits 
porte le nom de mur cylindrique. 

Pour exécuter l'épure de l'appareil 
d'un mur cylincjrique, on est donc 
conduit au problème suivant : 

On donne : un plan PaP 7 perpendicu- 
laire au plan vertical; dans ce plan, 
une horizontale ab 9 alb' et une droite 
Fi 9- 4 - quelconque bc, b'c'\ puis, à l'extérieur 

du plan, un cercle horizontal bd, b'd\ tangent à ab, a'b'. Ce 
cercle est la directrice d'un cylindre dont les génératrices 
sont parallèles à 6c, b'c'. On propose de construire la trace, 
sur un plan horizontal H r de la normalie au cylindre suivant 
le cercle bd, Vd' (fig. Si). 

Le tracé s'effectue très simplement à l'aide du théorème 
nouveau qui suit : 

2. Théorème. — Quand un cylindre admet des plans cy- 
cliques, la normalie de cette surface, suivant Vune de ses sections 
circulaires, a pour trace, sur un plan parallèle à celui de la sec- 
tion, une concho'ide de Nicomède. 

Soit o, o f le centre du cercle donné (fig. 2) ; la normale au 
cylindre en un point quelconque /, f de ce cercle a pour 
projection horizontale of; il en résulte que la normalie est 
un conoïde qui a pour directrices le cercle donné et la ver~ 
ticale menée par son centre o, o', dont le plan directeur 
est perpendiculaire à la direction des génératrices du cylindre. 
Faisons passer ce plan directeur par le point o, o' et cons- 
truisons sa trace R, H', sur le plan horizontal H', à l'aide 
de l'une (oa>, oV) de ses lignes de front. 

Cherchons maintenant la projection horizontale du point de 
la trace.de la normalie sur H' qui répond à la normale au 
cylindre en /*, /*. Pour ce but, menons par o, o' une parallèle 
à cette normale; sa projection horizontale se confond avec 
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fo et sa trace sur le plan H' se projette en p. Il en résulte 

que le point demandé s'obtient en prenant 

fm = Of/.; 
on en conclut que Ton a 

|xm = o/; 

mais of est le rayon du cercle donné; donc le lieu de m est 




Fig. S. 

la conchoïde de la droite R, dont les divergentes ont pour 
centre de rayonnement le centre o du cercle bd et pour lon- 
gueur constante le rayon de ce cercle. 

En terminant, observons que le théorème conduit à une 
méthode simple de transformation par projection gauche de 
la conchoïde de Nicomède en cercle; ce qui permet d'appli- 
quer à la conchoïde la méthode de transmutation des figures. 
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VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE 

ET DE i/ÉQUERRE 
Par M. CS« de Iiongchaqtys. 

(Suite, voir p. 134.) 



CHAPITRE IX 

LA STROPHOÏDE, LA TRISECTRICE DE MAC-LAURIN ET LES CUBIQUES 

CIRCULAIRES UN1CURSALES 

09. — J'arrive maintenant au tracé de la strophoïde et je 
dois rappeler d'abord la définition de cette courbe. On sait 
qu'étant données deux droites, A, A' se coupant au point B, et 
sur celle- ci un point fixe À ; si l'on mène par A une trans- 
versale rencontrant A en C sur laquelle on prend, à chaque 
instant, 

CI = CI' = CB, 
le lieu du point I, ou du point Y, est une courbe du troisième 
degré, présentant au point C un nœud droit; cette courbe est 
la strophoïde. 

Lorsque les droites A, A' sont rectangulaires, la cubique 
est symétrique par rapport à A' ; elle prend le nom de stro- 
phoïde droite ; dans l'hypothèse contraire, on a une stro- 
phoïde oblique. 

Mais cette génération, point par point, exige l'emploi du 
compas et nous voulons indiquer comment on peut con- 
struire la strophoïde avec la règle et l'équerre. Seulement, 
pour éviter certaines longueurs et des répétitions sans intérêt, 
nous aborderons immédiatement le (racé des cubiques cir- 
culaires unicursales, en indiquant les conditions spéciales 
que doit réaliser la figure pour que la construction signalée 
conduise au cas de la strophoïde ou à celui de la trisectrice de 
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Mac-Laûrin, courbes remarquables que nous ayons plus par- 
ticulièrement en vue dans ce chapitre. 

100. — Le problème en question comporte naturellement une 
infinité de solutions; nous nous bornerons à exposer celles 
qui, parmi tous les tracés que nous avons imaginés, nous ont 
paru résoudre le problème qui nous occupe d'une façon simple. 

Imaginons une droite A et trois points en ligne droite 
0, O', 0" ; 0' étant situé 
sur A ; puis effectuons la 
construction indiquée (i, 
2, 3). Nous obtenons ainsi 
un point I ; cherchons le 
lieu décrit par ce point. 

Ayant posé : 

O'I = p, 

\0"x = (o, 

00' = d, 

O'O" = d' ; 

nous avons F*g- 7S, 

sm (6 — (o) 
D'autre part 

p = O'H — O'K = O'M cos (ô — • a>) — d' cos <o, 
par suite 




sin (o cos (8 — <o) 



— d' cos a). 



r sin (ô — w) 

En convertissant cette équation en coordonnées carté- 
siennes, on a pour le lieu du point I 
(x sin — y cos ô)(a?* + y*) = sin (dy* — d'à;') (À) 

+ (d + à')xy cos 6. 

A cette équation correspond une cubique passant par les 
ombilics du plan et présentant en 0" un point double ; en 
d'autres termes, ce lieu est une cubique circulaire uni- 
cursale. 

Si le point 0' se trouve placé au milieu de 00*, c'est-à- 
dire si Ton suppose d = d', les tangentes au point double, 
d'après l'équation (A), sont rectangulaires et le lieu décrit 
par I est une strophoïde. 
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11 est d'ailleurs bien facile de le vérifier. En effet, joignons 
01 et menons 0"A parallèle à A ; puis observons que la 
perpendiculaire abaissée de 0' sur MI tombant au milieu 

de ce segment, 
letriangleMOI' 
est isoscèle. 
D'après cette 
remarque nous 
pouvons dire 
que les angles 

i et 2 sont 
égaux et il en 
résulte que le 
triangle O'AI 
est isoscèle. Le 
Fig. 76. lieu du point I 

est donc une strophoïde ; la strophoïde est droite lorsque A 
est perpendiculaire sur OO'O". 

(A suivre.) 




CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Ed. Lucas. 

... On peut ajouter à la propriété relative au parallélipipède 
de Binet (p. 140) celle-ci : 

La somme des ca?rés des diagonales des faces partant d'un 
sommet du parallélipipède, diminuée de la somme des carrés 
des arêtes partant du même sommet est constante. 

Ce théorème peut s'établir par une démonstration analogue 
à celle qui a été donnée (loco cit.) pour reconnaître que le 
volume du parallélipipède de Binet est constant. 
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QUESTIONS DIVERSES D'EXAMENS 



8. — Déterminer le volume d'un ellipsoïde dont les axes sont 
a, b, c. 

« La décomposition d'un volume en cylindres infiniment 
minces à bases parallèles peut s'appliquer à tous les cas; 
mais il arrive le plus ordinairement que l'expression de la 
section qui sert de base à l'un de ces cylindres, au lieu 
d'être connue à priori, doit elle-même être déterminée par 
une intégration préalable (*). i> Cette méthode générale dont 
le principe est exposé dans ces quelques lignes conduit en 
effet aux intégrales doubles et à la formule 

V = / / zdxdy. 

On trouvera dans l'ouvrage de M. Bertrand (lococit., pp. 423 
et 424) deux démonstrations pour établir la formule connue, 

relative à l'ellipsoïde, 

4 

V = - itabc ; 
o 

mais ces démonstrations, exigeant des notions supérieures 

d'analyse, ne peuvent servir à résoudre l'exercice proposé. 

Il arrive, dans le cas considéré, que Ton sait justement 
déterminer à priori l'aire de la section plane qui sert de 
base à la couche cylindrique infiniment petite. 

Coupons, en effet, l'ellipsoïde représenté par l'équation 

x 2 y 2 z 2 
^ + ^ + c~ ~ ' = °' 
par un plan parallèle au plan des xy ; l'ellipse de section a 
pour axes 

«p-i' et b i i -j*-' 

L'aire de cette courbe est donc 



nabi i — — ) 



(*) Bertrand (Calcul intégral, p. 412). 
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et nous pouvons écrire 

dv = nabi i — — 2 j dz. 

Nous déduisons de là 

, izab r 
v = Tzabz i zHz 

c* J 

, Ttab _ 
ou v = Tiaoz — - — z*. 

3 c 2 

La constante d'inlégration est nulle si nous voulons compter 

le volume de l'ellipsoïde à partir du plan xoy. 

Pour z = c, nous obtenons le demi-volume de l'ellipsoïde 

, , Ttabc 2 

v = Tzabc — = — izabc. 

3 3 

Le volume total est donc éffal à % nabc. 

& 3 

Remarque. — On peut varier cet exercice en proposant, 
comme on Ta fait, de calculer le poids d'un ellipsoïde plein 
d'un liquide dont la densité varie, en restant proportionnelle à 
une fonction entière de la côte z. 

On doit alors écrire 

dP = y(z)dv 
ou 



et finalement 



dP = Tzab\ i — ^ \y(z)dz 



intégrale qui se trouve immédiatement, puisque <p(s) est 
une fonction entière. 

Voici une autre application de la méthode précédente. 

Une droite de longueur constante glissant sur deux droites 
fixes rectangulaires A, A' non situées dans un même plan, 
engendre une surface dont l'équation est 

x * , V 2 



(c + zy ■ (c — z)' 

Dans cette équation 2C désigne la plus courte distance 
de A et de A', y l'inclinaison de la génératrice mobile sur oz; 
y est, pour des raisons évidentes, un angle constant. Les 
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axes adoptés sont les axes naturels de cette question ;joz est 
la perpendiculaire commune, l'origine est au milieu de cette 
droite et les axes ox, oy sont parallèles à A et à A'. 
On a dans cet exemple : 

v = 2* tg a y j (c* — z*) dz = ^ -ttc* tg 2 y, 

o 

d'où Ton conclut (Catalan, Cours d'analyse, p. 648) que le 
volume du corps considéré est les - du cylindre de même base 
et de même hautmr. 



9. — La série 



"f"l2 12 + • • • ÛTTT • • • (A) 



I2.I2 13.13 ' In. In 

est divergente. 

l re Solution. On peut observer que l'égalité 

1 

Un = Z(n + i)./(n+ 1) 
donne 

n 

nUn = l(n+ i).l(n+ i)' 
ou 

n n -|- 1 



nu n = 



n +1 l(n + 1) J(n -f- 1) 

Il est facile de reconnaître, par des procèdes divers, que 

x 
lim — — = °° 9 pour x = 00 . 
(lx) 2 r 

On peut, par exemple, observer que 

x _()/x\f\/x\ 

(te)* \IxJ\lxJ' 
En posant 

x = X* 
on a _ 

\/x X 



/a; 2/X 
et Ton sait que pour X = 00 , le rapport^ est infini lui-même. 
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Revenant à la série proposée, il est donc démontré que 
lim (nu n ) est infini; la série est, par suite, divergente. 

2 e Solution. Comparons la série (A) à la série de M. Ber- 
trand (*) 

^I + 373 + ,,,+ ^ + "" 
Cette série est divergente et on démontre, comme l'on sait, 
cette divergence, en observant que Ton a 

ïTï + \3Ï3 + ^4) + fe + * ' ' + m) + ' • 
■>â0 + 7 + ï-) 

Ainsi la série (A), a fortiori, est divergente. 

La divergence de la série de M. Bertrand peut aussi se 
démontrer immédiatement en s'appuyant sur le théorème 
suivant : 

La série u ± -f- u 2 + u 3 ~h • • • es * convergente ou divergente 
en même temps que la série 2U 8 -f- 4u 4 + 8u 8 + • • • 

10. — Décomposer en fractions simples V expression 

f W — (x* + i)*(x*— 1)' 

On sait que Ton a 

x ^ A B Gr-f D Gx + V 

(x* +i)*(x* — 1) ~~ x — 1 ~*~ x + 1 ~*~ (x % -f- î)* ' x* + 1 " 
En multipliant les deux membres de cette identité, suc- 
cessivement par x — 1 et a; + 1 , puis faisant x = 1 , et 
ensuite x = — 1, on trouve immédiatement 

K = i et B = I. 

(*) Cette série, avec plusieurs autres, 

1 1 

~l O ¥ ¥ O l" • • • ClC ... 



2LL2 ' 3LL3 

ont été étudiées par M. BertraDd (/. de Liouville, t. VIII). Voyez aussi 
le Traité élémentaire des séries de M. Catalan et ses Mélanges mathématiques. 
Dans cet ouvrage, que la Société royale des Sciences de Liège, à son grand 
honneur, réédite en ce moment, M. Catalan prouve qu'en supposant 
n = 2^ooo i nombre de 80% chiffres! la somme S n est inférieure à 1 1. Résultat 
bien curieux et qui prouve la divergence extrêmement lente de la série 
de M. Bertrand. 
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La seule difficulté matérielle porte sur la détermination des 
coefficients G, D ; C, D'. 
En observant que Ton a 

m + /(- *) * o, 
on trouve d'abord que 

Ccc+D Gx + D' D — Gx D' - Gx 

(# 2 +l) 2 + X*+l + (X* + ï) 2 "*" #*+[ 

Cette égalité prouve que D et D' sont nuls ; il ne reste 
plus qu'à déterminer C et C. 
En multipliant par x les deux membres de l'identité : 

i i 

x 8 , 8 . Gx Gx 



s: o. 



(x* + i) 2 (as 2 — i) x — i ■ a? + i ' (# 2 + ï) 2 r a? 2 + ï 

et en faisant x = oo , on trouve C = . Enfin, pour dé- 

4 
terminer C, on multiplie par (œ 2 — i) 2 et l'on fait x 2 = — ï ; 

on trouve alors C = . Le résultat final est 

2 

ï ï x x 

x 8 8 4 2 



(a? 2 -f- i) 2 (cc 2 — ï) ~'x — ï ' x -f- ï x % + ï (ce 2 + ï) 2 

Les artifices de calcul employés dans cette solution ont 
surtout pour but, en même temps qu'ils abrègent les calculs 
ordinaires, de montrer la force d'une identité et les ressources 
variées qu'elle présente. 

11. — Construire la courbe r qui correspond à C équation 

p 3 sin 3(o = ï. 

L'équation cartésienne élant 

t/(3# 2 — y*)= ï, 
on voit que r est une cubique formée de trois branches hy- 
perboliques ordinaires asymptotes respectivement : i° à Taxe 
ox; 2° aux droites, qui, menées par l'origine, font avec oo? des 
angles égaux à ± 6o°. 

F peut se construire, point par point, en cherchant ses 
intersections avec les cordes parallèles à ox. 

Y peut aussi se construire tangente par tangente, en ob- 
servant que l'angle V formé par la demi-tangente positive 
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au point M, pris sur r, avec le prolongement du rayon vec- 
teur oM est lié à l'angle o* = Mo<r, par la formule 

V -f- o> = 1t. 
On élève une perpendiculaire au milieu de oM, elle ren- 
contre ox en K; la tangente en M passe parK' symétrique 
de K par rapport au pied de l'ordonnée qui correspond au 
point M. 

Remarque. — La courbe F considérée ci-dessus représente 
un cas particulier des courbes qui correspondent à l'équation 

p n sin wo) = i , 
et ces courbes sont les transformées par rayons vecteurs 
réciproques des spirales sinussoïdes. 

Ces spirales, comme Ta fait observer M. Brocard dans ce 
journal (*), ont fait l'objet de recherches diverses dont on 
trouvera la nomenclature en se reportant à l'endroit cité. 

ÉCOLE DES PONTS ET CHAUSSÉES (1885) 



Cours préparatoires. 

I. Trouver le lieu des foyers des paraboles qui touchent deux droites 
rectangulaires OX, OY, la première en un point fixe A, la deuxième en 
un point variable B. 

II. Une droite de longueur constante A8 glisse dans un angle XOY 
de manière que sei extrémités décrivent respectivement les côtés de 
l'angle; trouver la position de la droite pour laquelle la surface du 
triangle ÂOB a une grandeur déterminée. 

Places d'élèves externes. 

I . Deux vases cylindriques ayant deux bases dont les surfaces sont S et S' 
sont mis en communication par un orifice placé à la partie inférieure. 
Cet orifice a une section s et la vitesse d'écoulement de l'eau par cet 

orifice est égale à sjig(z — z T )i en désignant par z et *' les hauteurs du 
liquide dans les deux vases au-dessus du plan commun de leurs bases 
ce qui revient à dire que pendant un élément de Umps dt, il s'écoule 

un volume d'eau, 9X\]2.g(z — z')xdt. La différence primitive entre les 
hauteurs de l'eau dans les deux vases étant II, on demande après com- 
bien de temps le niveau du liquide dans les deux vases sera devenu 
le même. 

(*) Journal de math, spéc, 1885, pp. 257-258. Voyez aussi, au sujet de 
ces courbes, une note de M. du Chalenet, Nouvelles Annales, mai 1886, 
4>. 223. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 167 

II. Dans un triangle on donne deux côtés a = 22bo m , 6=3147'" et 
le rayon du cercle circonscrit R = io,88 m . On demande de calculer le 
troisième côté, les angles et la surface du triangle. 

Mécanique. 

Un axe vertical XY animé d'un mouvement de rotation uniforme <o 
porte un système de tiges articulées ABC mobiles dans un plan vertica 
passant par Taxe et entraîné dans son mouvement 
de rotation. Deux boules assimilables à des points 
matériels de masses m et m r sont attachées aux tiges 
B et G. On demande : 1° d'établir les équations qui 
déterminent la position d'équilibre du système pour 
une valeur donnée de <»>; 2° de trouver la valeur de 
co pour laquelle la distance CG r de la boule m r à Pax 
serait double de BB r , distance de m au même axe, 
en supposant m = m'. On prendra pour inconnus 
les angles a et (3 que font AB et BG avec la verticale; 
les masses des tiges AB, BC sont supposées négligeables. 



ECOLE NORMALE (1886) 




Mathématiques. 

16 juin 1886. — On considère les courbes du troisième degré C, 
représentées par l'équation 

x*y -|- a 2 x = X, 

où À désigne un paramètre variable. 

On demande de démontrer qu'il existe deux courbes de cette espèce 
tangentes à une droite quelconque D du plan, ayant pour équation 

y = mx + p, 
et de calculer les coordonnées des deux points de contact M et M'. 
Distinguer les droites D, pour lesquelles ces deux points sont réels, 
des droites pour lesquelles ils sont imaginaires. Examiner pour quelles 
positions de la droite D les deux points M et M' viennent se confondre 
^en un seul, et trouver, dans ce cas, le lieu décrit par le point de contact. 

Connaissant les coordonnées (a, /3) d'un point de contact M d'une 
courbe G avec une droite D, trouver les coordonnées (a f , /3')du secon d 
point de contact M' situé sur D. Construire la courbe décrite par le 
point M' lorsque le point M décrit la ligne droite 

|3 = a — 2a. 



CONCOURS GÉNÉRAL (1886). 

I. — Étant donnée une surface du second ordre S et deux points A, B; 
on mène par B une sécante qui rencontre la surface S aux points C, C' 
et le plan polaire du point A au point D. 

Soient M et M f les points où la droite AD rencontre les plans, qui 
touchent la surface S aux points G et G'. 
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La sécante BD tournant autour du point B, on demande le lieu décrit 
par les points M et M'. 

II. Ce lieu se compose de deux surfaces du second ordre dont 
l'une est indépendante de la position occupée par le point B dans 
l'espace et dont l'autre 2 dépend de la position de ce point. 

Chercher ce que devient 2 quand, dans la construction qui donne 
les points de cette surface, on fait jouer au point A le rôle du point B 
et inversement. 

III. Le point A restant fixe, déterminer les positions occupées par 
le point B quand lasurf-tce E n'a pas un centre unique à distance finie. 



QUESTIONS PROPOSEES 



198. — Étant donnés deux axes rectangulaires Ox et Oy 
et une droite D, on considère un angle mobile dont le sommet 
décrit la droite I) et dont les côtés j et / enveloppent res- 
pectivement des coniques G et G ayant chacune le point O 
pour foyer et'la droite D pour directrice. Démontrer que les 
droites qui joignent les points d'intersection des droites jetj' 
avec les axes Ox et Oy enveloppent des coniques bitangentes 
aux coniques G et G r . (D'Ocagne.) 

199. — Sur les trois côtés d'un triangle, et en leurs mi- 
lieux, on leur élève des perpendiculaires; si Ton porte sur 
ces perpendiculaires des longueurs proportionnelles à ces 
côtés et que Ton joigne les extrémités de ces segments res- 
pectivement aux sommets opposés du triangle, les trois 
lignes ainsi obtenues sont concourantes en un point M. 

1° Démontrer que le lieu du point M quand k varie, est 
une hyperbole équilatère circonscrite au triangle ABC. 

2° Déterminer la valeur de k pour laquelle les trois droites 
précédentes sont parallèles. (Boulin.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 



MII'MXEB'E CENTRALE DES CHKM1NS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE UERGÈKE, 20, PARIS.— 13838-6. 
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SUR UNE CUBIQUE REMARQUABLE 

DU PLAN D ? UN TRIANGLE 



Par M. Kœhler. 



Pour faciliter la lecture de cette note, je rappellerai 
d'abord quelques théorèmes relatifs à la génération des 
cubiques : 

1° Etant donnés un faisceau de coniques passant par quatre 
points a, b, c, d et le faisciau des polaires d'un point p, le lieu 
des points d'intersection des coniques et de leurs polaires est une 
cubique passant par a, b, c, d, p et par le point de concours p' 
des polaires de p. 

Cela résulte immédiatement de ce que les deux faisceaux 
sont en correspondance anharmonique, suivant l'expression 
de Chasles. 

2° Les droites pa, pb, pc, pd sont les tangentes à kt cubique 
en a, b, c, d, et la droite pp' est la tangente en p, ou, en 
d'autres ternies, p' est le tangenliel de p. 

En effet, pour trouver les points de la courbe situés sur 
une transversale quelconque menée par p, il suffit évidem- 
ment de construire les deux coniques du faisceau qui 
touchent cette transversale; les points cherchés sont les 
deux points de contact, c'est-à-dire les points doubles de 
Tinvolution déterminée sur la transversale par le faisceau 
(abcd). Si la transversale passe en a, les deux points doubles 
se confondent avec ce point, et la transversale devient tan- 
gente. On voit ensuite que la conique abcdp touche en p la 
droite pp'; il en est de même pour la cubique. 

3° Les point* de concours f, g, h des couples de droites 
(ac, bd), (ab, cd), (ad, bc) appartiennent aussi à la cubique, 
et les tangentes en ces paints sont les droites p r f, p'g, p'h. 

Car les couples de droites (ac, bd)... sont des coniques dii 
faisceau et les polaires de p sont p'f, p'g, p'h; d'ailleurs 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. 1886. 8 



170 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



chacune de ces polaires coupe la conique correspondante en 
deux points coufondus. On a ainsi le faisceau des quatre 
tangentes menées à la cubique du point p' ; ce sont les 
droites p'f, p'g, p'h, pp. Il est évident que la tangente en 
p' n'est autre chose que la tangente à la conique pfgkp' et 
c'est en même temps la polaire de p par rapport à la conique 
abcdp r . Les deux coniques abcdp, pfghp' sont, par rapport à 
la cubique, les premières polaires de p, p' (*). 

Ces préliminaires étant posés, je considère un triangle ABC, 
et, pour me^conformer aux notations adoptés dans plusieurs 




Fig. 4. 



articles de ce Journal par M. Brocard et d'autres géomètres, 
je désignerai par les lettres E, H, H', K le centre de gra- 
vité, le centre du cercle circonscrit, l'orthocentre et le point 
de Lemoine. Soient, en outre, A', B r , C f les milieux des 
côtés BC, CA, AB; a lf p lt y i les pieds des hauteurs, a, p, y 

(*) Pour plus de détails à ce sujet, voir mon Mémoire sur la théorie 
géométrique des courbes du troisième ordre [Nouvelles Annales, t. XI, i872.) 
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leurs milieux ; enfin I, I a , I b , I c les centres du cercle inscrit 
et des trois cercles exinscrits. 

L'application des principes rappelés ci-dessus permet de 
reconnaître que les dix-sept points A, B, C, A', B f , C, a, p, 
y, E, H, H', K, I, I a , I b , I c , appartiennent à une même 
cubique. Cette propriété et plusieurs autres peuvent être 
mises en évidence en engendrant la cubique dont il s'agit de 
trois manières différentes. 

Premier mode de génération. — Je considère la 
cubique engendrée par les intersections du faisceau de 
coniques déterminé par les sommets du triangle et par le 
centre de gravité E, avec les polaires du point de Lemoine K 
par rapport à ces coniques (fig. 4). Le point de concours 
des polaires de K est le centre H du cercle circonscrit. 
En effet, la polaire de K par rapport à la conique formée 
du couple de droites (AG, BE) est la droite HB f passant 
par le milieu B' de GA et perpendiculaire à ce côté, 
puisque la hauteur Bp t du triangle est partagée en deux 
parties égales par B'K, B'E, B'C, d'après une propriété 
bien connue du point de Lemoine ; autrement dit, la perpen- 
diculaire B r H à AG est conjuguée harmonique de B'K par 
rapport aux droites B'C, B'B qui constituent la conique. De 
même C'H, A r H sont les polaires de K par rapport aux 
couples (AB, CE), (BG, AE). 

On conclut de ces remarques que la cubique engendrée 
par les deux faisceaux passe en A, B, C, E, H, K que la 
tangente en K est la droite KH, et que les tangentes en A, 
B, G, sont les médianes antiparallèles. La courbe passe 
aussi par les milieux A r , B', C des côtés, et les tangentes en 
ces points sont A'H, B'H, C'H ; elle coupe donc normalement 
les côtés en leurs milieux. 

A la conique du faisceau (ABCE) qui touche EK en E cor- 
respond la polaire HEH' ; mais cette conique n'est autre chose 
que l'hyperbole des neuf points signalée par MM. Kiepert et 
Brocard ; on sait que le point K est le pôle de la droite HEH' 
par rapport à cette hyperbole équilatère (voir Journal de 
Mathématiques spéciales, 1885, p» 31). Donc l'orthocentre H' 
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est au point de la cubique. Je démontrerai ce fait un peu 
plus loin d'une autre manière. 

Deuxième mode de génération. — Je construis la 
cubique engendrée par le faisceau des coniques (II a I b ï c ) et par 
le faisceau des polaires du point E. 

Il est facile de voir que les deux bissectrices de l'angle A 
sont conjuguées harmoniques par rapport à la médiane AA' et 
à la médiane antiparallèle AK. D'après cela, les polaires de E 
par rapport aux coniques du faisceau qui sont constituées par 
les trois couples de bissectrices des angles A, B, G, sont 
précisément les médianes antiparallèles, et K est le point de 
concours de toutes les polaires. Ainsi la nouvelle cubique 
passe en A, B, C, E, K; les tangentes en A, B, C sont AK, 
BK, CK, comme pour la première ; la tangente en E est EK, 
enfin la tangente en K est la tangente à la conique du fais- 
ceau qui passe par ce point K; c'est donc KH. Nous avons 
ainsi deux cubiques ayant cinq points communs avec les 
mêmes tangentes, et par suite, elles coïncident. Ajoutons que 
les tangentes aux points I, I a , I b , I c sont les droites El, EI a , ... 

Troisième mode de génération. — Je prends pour 
base du faisceau de coniques (A'B'G'K) et pour pôle le point 
H. Les tangentes en A r , B f , G', K à la cubique ainsi obtenue 
seront encore les roites A f H, B r H, C'H, CE. La tangente en 
H à la cubique donnée par le premier mode de génération, 
est la tangente à la conique HA'B'C'K; d'après le mode de 
génération actuel, c'est la polaire de H par rapport à cette 
même conique ; ainsi les deux tangentes coïncident. 

Les deux cubiques ont encore cinq points communs et cinq 
tangentes communes en ces points, et elles se confondent. 

Les milieux a, p, y des hauteurs du triangle appartiennent 
à la cubique, car ce sont les points de concours des couples 
de droites (B'C, A'K), (G'A', B'K), (A'B', C'K) qui font partie 
du faisceau de coniques (A'B'C'K). Les tangentes en ces 
points sont les droites qui les joignent au point de concours 
Q des polaires de H par rapport à toutes les coniques de ce 
faisceau. Ce point Q, facile à construire avec la règle seule. 
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est le tangentiel de H; ses distances aux côtés du triangle 
sont proportionnelles à 

cos A sin B sin G cos B sin C sin A cos G sin A sin B 

i , — — — — — — — — — — , .— - _— — — — — — > — — — • 

cos A — cos B cos G cosB — cos G cos A cos G — cos A cos B 

J'ai dis plus haut que la cubique passait par l'orthoeentre 
H', et je me suis appuyé sur ce que la droite HEH' est la 
polaire de K par rapport à l'hyperbole des neuf points. Voici 
comment on peut arriver directement au même résultat, en 
partant du troisième mode de génération que j'ai considéré. 
Les points de la courbe situés sur la transversale HEH' 




Fig. ?. 

sont les points de contact des deux coniques du faisceau 
(A'B'G'K) qui touchent celle transversale, ou les points doubles 
de l'involution déterminée par les coniques du faisceau. Soit 
en particulier la conique (B'G r , A'Ka) qui rencontre la 
transversale en 8, 8'; (fig. 2) il est aisé de voir que EH' divise 
harmoniquement le segment 88'. En effet, prolongeons aE 
jusqu'à la rencontre de BG en s; on aura i^A' = k'z, car 
eC = 2C'a = B04, et, comme A' est le milieu de BG, ce point 
est aussi le milieu de a t e. Il résulte de là que le faisceau 
de rayons a(E8a 1 A') est harmonique, puisque la parallèle au 
rayon a8 menée par A r est divisée en deux parties égales par 
aE, aa t ; les quatre points E, 8, H', 8' où le faisceau a(E8a, A') 
coupe la droite HEH' sont donc harmoniques. 
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De même les points E, H' divisent harmoniquement les 
segments déterminés sur HEH' par les deux autres couples 
de droites (C'A', B'|3), (A'B', C'y) qui font partie du faisceau 
de coniques (A'B'C'K). Donc enfin E, H r sont les points doubles 
de l'involution, et ils appartiennent tous deux à la cubique. 

En résumant tout ce qui précède, on peut énoncer les 
théorèmes suivants : 

1° Les sommets d'un triangle, les milieux des côtés, les milieux 
des hauteurs, le centre du cercle circonscrit, le centre de gravité, 
V orthocentre, le point de Lemoine, les centres des quatre cercles 
tangents aux côtés sont situés sur une même cubique; 

2° Les tangentes à la courbe aux sommets du triangle sont 
lés médianes antiparallèles. 

3° Les tangentes aux points I, I 8 , Ij» I c se coupent au centre 
de gravité. 

4° Le point de Lemoine est le tangentiel du centre de gravité; 
le centre du cercle circonscrit est le tangentiel du point de 
Lemoine. 

5° Les tangentes aux points A', B f , G', milieux des côtés, sont 
les perpendiculaires aux côtés. 

6° Les tangentes aux points a, p, y, milieux des hauteurs, 
passent par le tangentiel Q du centre du cercle circonscrit, dix- 
huitième point de la courbe dont f ai indiqué la construction. 

J'ai signalé dans mes Exercices de géométrie analytique 
(p. 195, 196), la cubique dont je viens de présenter une étude 
sommaire, et qui pourrait être appelée cubique des dix-sùpt 
points. Son équation en coordonnées trilinéaires est 

bcx(y 2 — z % ) -f- cay(z % — a?*) -f abz(x % — y 2 ) = o 
a, b, c étant les longueurs des côtés du triangle. 

Si de chaque point de la courbe, comme centre, on décrit 
deux coniques, Tune circonscrite, l'autre inscrite au triangle, 
les normales à la conique circonscrite, aux trois sommets, 
se coupent en un même point, et il en est de même pour 
les normales à la conique inscrite aux points où elle touche 
les côtés; de phis, les axes des deux coniques inscrite et 
circonscrite ont les mêmes directions. Enfin, le lieu des 
points de concours des normales est une autre cubique qui 
coupe la première aux neuf points A, B, G, H, H f , I, I , I b , I c . 
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Nota. — La cubique en question a été également rencontrée 
par M. Vigarié qui en avait fait l'objet d'une question qu'il 
comptait proposer dans ce journal. Depuis, M. Vigarié a 
trouvé une origine, relativement ancienne, à cette cubique 
remarquable. Thomson a proposé sa recherche dans YEdu- 
cational Times (août 1864). Elle a été reprise dans les 
Nouvelles Annales (1865, p. 144). et résolue (loc. cit. p. 469). 
Thomson n'indique pas que la cubique en question passe par 
le centre du cercle circonscrit et par le point de Lemoine, 
mais il signale tous les autres points. 

Pour la seconde cubique signalée à la fin du présent article 
le lecteur pourra consulter une note bibliographique placée 
à la suite de la solution de la question 1 14, solution publiée 
dans le présent numéro. G. L. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 

TOUTE ÉQUATION ALGEBRIQUE A UNE RACINE 

Par M. Porehon, professeur au Lycée de Versailles. 

(Suite, voir p. 154.) 



Démonstration du théorème de d'Alembert. — 

Considérons maintenant une équation algébrique de degré m, 
à coefficients réels ou imaginaires, et que nous écrirons en 
mettant en évidence le module et l'argument de chaque 
coefficient, 

x m + A,„_ 1 (cos a w _i -f i sin a^i).^- 1 . . . 

+ A (cos a -f- i sin a ) = o . (1) 

Posons x = p(cos cp + * s i n <p)> p désignant une quantité 
positive et <p un arc réel. L'équation devient 

p w COS Wcp + A^p™- 1 COS [oLm-i + (m — I )?]. . • 

+ A cos a (2) 

i -f {p w sin wcp + A^p™- 1 sin [a m _ 4 + (m — l)cp]. . . 

-f- A sin a | = o, 
Nous désignerons la partie réelle et le coefficient de i res- 
pectivement par F(p, <p), G(p, cp), en sorte que Téquation 
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s'écrira 



F( P , <p)-MG( P , cp) = o. (3) 

Il est clair que les fonctions F et G sont continues. 
Lorsque p a une valeur suffisamment grande, chacune de 
ces fonctions prend le signe de son premier terme, pourvu 
qu'il ne soit pas nul. Le premier terme de F, et par suite F 
change de signe quand on substitue à <p deux valeurs de 

forme (2K + 1) — -f- <o, K désignant un nombre entier, et 

' 2W 

(o une quantité réelle très petite. Il en est de même de G 

TZ 

quand on substitue 2 K — + <o. Donc F et G respective- 

2m 

ment ont au moins une racine de première espèce dans chaque 

petit intervalle compris entre les deux substitutions. Gela fait 

pour chacune 2m racines comprises entre zéro et 2tt, limites 

auxquelles on peut se borner, puisque Ton tombe sur des 

arcs ayant pour différence une circonférence lorsqu'on donne 

à K deux valeurs différant de 2m. 

Mais, quel que soit p, chaque fonctionne peut jamais avoir 
plus de 2m racines. En effet, le système d'équations : 

F(p, 9) = o, sin 2 <p -f- cos 2 <p = 1 , 

dont l'une est du degré m et l'autre du deuxième degré par 
rapport à sin 9 et à cos <p, a, au plus, im solutioos. Ainsi, 
lorsque p est très grand, chaque fonction a une racine et 
une seule dans chacun des intervalles considérés, et n'en a 
aucune autre. 

Observons de plus que deux racines consécutives de F, 
substituées clans G, donnent alors des résultats de signes 
contraires, et vice versa. Donc, si l'on range par ordre de 
grandeur croissante toutes les racines de F et de G indistinc- 
tement, celles de F alternent régulièrement avec celles de G. 

En d'autres termes, lorsque p est très grand, le produit FG 
a 4m racines (non congrues suivant le module 27u) savoir 2m 
racines de F et 2m de G, les secondes alternant régulière- 
ment avec les premières. 

Maintenant sr l'on fait p = o, les fonctions F et G se ré- 
duisent à A cos a et A sin <x . Elles ne sont pas nulles 
ensemble, à moins que A ne soit nul, auquel cas le théo- 
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rème est évident. Si, par exemple, cos a n'est pas nul, la 
fonction F n'a plus de racines quand p est nul. Donc le produit 
FG n'a plus alors 4m racines. Il s'ensuit que, pour certaines 
valeurs intermédiaires de p, ce produit a des racines égales. 
Alors de deux choses l'une : ou une racine de F se confond 
avec une de G, et le théorème est démontré ; ou deux racines 
soit de F, soit de G, sont égales. Mais puisque ces racines 
alternent lorsque p est très grand, cette égalité ne peut se 
produire sans qu'une racine de F soit venue d'abord se con- 
fondre avec une de G. Ainsi il faut que pour une certaine 
valeur de p, F et G soient nuls ensemble, c. q. f. d. 

Remarque. — Ce raisonnement prouve même que l'équa- 
tion a m racines. Considérons en effet les changements de 
signe que subit le produit FG lorsque, cp croissant, F passe 
par zéro. Appelons les racines de F ascendantes ou descen- 
dantes suivant que ce changement de signe est du négatif 
au positif, ou inversement. Convenons de dire que deux 
racines consécutives de F forment une permanence ou une 
variation suivant qu'elles sont, à ce point de vue, de même 
nature ou de nature contraire. 

Il y a permanence ou variation suivant que les deux ra^ 
cines de F comprennent un nombre pair ou un nombre impair 
de racines de G. Si donc des racines de G viennent apparaître 
ou disparaître entre deux de F, comme elles le font en nombre 
pair, le nombre de permanences n'en est pas altéré. Il en est 
de même si des racines de F apparaissent ou disparaissent 
entre deux racines de G : car leur série ne présente que des 
variations. 

Ainsi pour que le nombre des permanences s'altère, il est 
nécessaire (et non suffisant) qu'une racine de F et une de 
G s'intervertissent en devenant d'abord égales. Ce fait 
change la nature d'une racine; si elle est entre deux racines 
de même nature, le nombre des permanences diminue ou 
augmente de 2; autrement, il n'est pas altéré (*). 

(*) Le nombres des permanences peut encore varier lorsque deux racines 
de F (ou de G) disparaissent en tendant d'abord vers une racine de G (ou de F) 
comprise entre elles. Mais ce cas particulier peut être considéré comme une 
limite du cas général. 
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Cela posé, lorsque p est très grand, le nombre des per- 
manences formées par chacune des 2m racines de F et la sui- 
vante est 2m, ces racines étant toutes ascendantes (pour 
avoir 2m intervalles, nous considérons les racines comme 
rangées en cercle). Lorsque p est nul, ce nombre se réduit 
à zéro. Donc il a varié de 2m, c'est-à-dire que les fonctions 
F et G ont m fois une racine commune lorsque p décroit de 
l'infini à zéro. 

Il est clair que plusieurs racines de G peuvent tendre en 
même temps vers des racines de F; il faudra alors considé- 
rer l'équation (1) comme ayant des racines multiples. Nous 
omettrons d'examiner ce cas en détail. 

Corollaire. — Lorsque p décroît, le nombre des perma- 
nences des racines de F (ou de G) n'augmente jamais. Lorsqu'une 
racine de G tend vers une racine de F, celle-ci est toujours suivie 
et précédée immédiatement de racines de même nature que la 
sienne. Car autrement V équation (1) aurait plus de m racines. 

On démontre aisément, de plus, que cette racine de F est 
toujours ascendante, et qu'elle est suivie et précédée immé- 
diatement de racines ascendantes. F n'a jamais deux racines 
descendantes consécutives. 



NOTE SUR LA STROPHOIDE 

Par M. Lebel, maître répétiteur au Lycée de Nice. 
[Suite et /In, voir p. 147.) 



7. — Les remarques précédentes fournissent le moyen de 
construire facilement la tangente en un point Mj d'une stro- 
phoïde. 

Conservons les mêmes notations que précédemment. On 
construira le point M s qui est le symétrique par rapport 
à Ox du deuxième point M 8 situé sur la transversale AM t . 
On joindra MjM, et l'on décrira de comme centre un cercle 
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tangent à M t M a . La deuxième tangente menée de M t à ce 
cercle est la tangente cherchée. On obtient en môme temps 
la tangente au point M a 
et la tangente symétrique 
au point M 3 . 



8. — On peut aussi se 
proposer, étant donné le 
point P, de construire les 
tangentes PM t PM,. On 
obtiendra le point N par 
la même construction qui 
a servi à déterminer le 
point M 2 ; les droites PM t 
PM a sont les tangentes 
menées de P au cercle de 
rayon ON. Lf s points de 
contact sur la strophoïde 
sont déterminés par la 
droite M t M, tangente au 
point N au cercle 0. 




Vig. 2. 



9. — Quelques considérations sur le cercle circonscrit au 
triangle MjPMj permettent d'arriver aux mêmes résultats par 
une autre voie. 

Le sommet A de la strophoïde et les trois sommets du, triangle 
M t PM 2 sont sur un même cercle. 

Soit 

& + V % — 2X x — 2y y — a(a + 2X ) — o 
l'équation d'un cercle passant par le point A. Formons une 
combinaison homogène de cette équation et de celle de la 

slrophoïde, puis posons L - = t 9 et écartons la racine nulle 

vc 

correspondant au point A; il vient finalement : 

fi - a 22<« — f 3 + 4-V + *- = o. (14) 

a \ T a) a ' 

Supposons que ce cercle passe par les points M 4 M, et calcu- 
lons la racine t de l'équation (14) correspondant au qua- 
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trième point d'intersection du cercle et de la strophoïde. 
Écrivons les relations : 

qui deviennent 

a 



a 



- 2ÔT =-( 3 + 4?)' 



T = — 2^- 

a 
Ajoutons la première et la troisième; il vient 

T = Ô. 

Le cercle passe donc par le point P; les coordonnées de 

son centre sont 
9 




ce* 



Si on élimine ô, on 

trouve pour le lieu du 

y centre G la parabole 

L'équation du cer- 
cle C devient 

x% + y % — ° (° a — 2 ) x 

+ aOy — a 2 (Ô 2 — i) 

= o. 
Faisans dans cette 

équation x = — a, il 
vient 

y % + afy = o. 
Ce cercle rencontre 
la tangente en A à la strophoïde en un point Q dont Tordon- 
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née est égal à — aô, c'est-à-dire au même point que le 
prolongement de OP. 
La droite AG a pour coefficient angulaire 

2 1 



v fA*±trr 



„ + >_») e 

2 

Elle est donc perpendiculaire à OP ; il en résulte que 

AP = AQ. 
Les relations (3) et (S) dans lesquelles on remplace ft'f 
par tit % ti, c'est-à-dire par leurs valeurs en fonction de 6, 
déterminent u et v, et par suite l'équation de M t M s . 

6*o? + ôy — a(ô* — i ) = o. 
On peut considérer cette droite comme étant l'axe radical 
des deux cercles 

#« -j. y* — (e« — 2 ) x + tt8j/ — a*(ô* — = o, 

® % + y 1 + 2ax + 2fl % = °» 
Le premier est le cercle G ; le deuxième est le cercle dé- 
crit de Q comme centra avec QO pour rayon. 

10. Constructions. — 1° Si on se donne le point P, 
on trouvera les points M t M, en construisant les deux cercles 
G et Q, comme l'indique suffisamment la figure. On déter- 
mine ainsi les deux tangentes PM t PM. a menées de P à la 
courbe. 

2° Pour obtenir la tangente en un point M t de la stro- 
phoïde, il suffit de déterminer le point Q sur AQ par une 
perpendiculaire élevée sur le milieu de 0M t . Gomme AP 
= AQ, le point P sera donné par l'intersection de OQ et du 
cercle décrit de A comme centre avec AQ pour rayon. PM t 
est la tangente demandée. 

11. Remarque. — La construction de la tangente en un 
point d'une strophoïde, telle que nous l'avons exposée, est une 
application naturelle des remarques qui ont été faites et on 
pourrait l'utiliser si l'on n'avait pas déjà des constructions 
plus simples et plus précises. Mais, en particulier, la méthode 
des transversales réciproques, exposée dans le traité de géo- 
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métrie analytique de M. de Longchamps, fournit un moyen 
beaucoup plus rapide d'obtenir cette tangente. 

12. — Enfin, proposons nous de chercher le lieu décrit 
par le centre de gravité u> du triangle M,PM 2 , lorsque P se 
déplace sur la courbe. 

Le pied K de la médiane issue de P est sur Oj/, puisque les 

points M t et M, sont équidistants de Qy. En faisant x = 

dans l'équation de M t M, on trouve 

8* — i 
OK = — a- -• 

6 

Les coordonnées de P sont 

6* - i 8(8* — i) 

a a— — : — - • 

8* + i 6* + i 

Le segment Ka> est le tiers du serment KP, ce qui donne 

pour les coordonnées de a> 

aô 2 — i 

X = — 



3 8» + i 

_ flf 8(e»— i) __ 8» — n 



ou 



_ ar 8»( Qa — i) — (8 a + i)(8«— i) ~| ___ __ a Q* — i 
tJ ~ 3L 8(8»+ 1) J~""3 8(8* + i)* 

On voit déjà que 

1 

* 8 

Oo) esf perpendiculaire sur OP. Remplaçons 8 par dans 

l'expression de y ; il vient pour l'équation du lieu 

(a* + y*)x — |(a* — y») = o. 

C'est une strophoïde homothétique inverse de la première, 
par rapport au point double. 
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VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. CJ. de Longchamps. 

[Suite, voir p. 158.) 



101. — On peut obtenir l'équation des cubiques circulaires 
unicursales sous une forme plus simple de la manière sui- 
vante. 

Prenons un rectangle OABG, puis et 0" étant deux points 
fixes, effectuons le tracé 
i, 2, 3, lequel, au fond 
est identique au précédent. 

En projetant sur la di- y 
rection 01 les contours 
brisés OCO", OIMO\ on a 
immédiatement a 

, h — b 

p -\ : = G COS û) b 

sin a) 

-f- h sin a>, 

ou, en coordonnées car- „. m 

,, . ttg. 77. 

tesiennes, 

y{x* -f y % ) = (6 — h)x* + by* + oxy. 

Si nous supposons que nous ayions 

b = h — 6, ou h = 26, 
les tangentes au nœud sont rectangulaires et le lieu décrit 
par le point I est une strophoïde. 

Cherchons à vérifier directement ce fait. Supposons donc 
que le point 0" (fig. 78) soit tellement placé que 0"B = BO ; 
alors la droite 00" coupe AB au point K en deux parties 
égales. D'ailleurs les triangles OAH, O'BM étant égaux, nous 
avons AH = MB et, par suite, HK = KM. 

La droite IE joint donc le sommet d'un triangle rectangle 
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au milieu de l'hypothénuse ; par conséquent le triangle IKH 
est isocèle. Mais alors ILO, lui aussi, est isocèle et Ton peut 
considérer le point I comme décrivant une strophoïde dans 




Fig. 7a. 

les conditions suivantes : les points K et sont fixes, et, 
sur la transversale mobile IKL, rencontrant en L la droite 
fixe OC, on preDd, à chaque instant, LI = LO. 

Nous allons indiquer maintenant une construction qui est 
une application très particulière de la transformation con- 
choïdale des courbes que nous avons développée ailleurs; 
cette construction nous conduira, et c'est le principal intérêt 
qu'elle présente, à la détermination, tangente par tangente, 
des cubiques circulaires unicursales. Il convient d'observer 
comme on va le vérifier d'ailleurs, qu'elle n'exige, comme tous 

l± les tracées que nous exposons dans cet 
ouvrage, que l'emploi de la règle et de 
l'équerre; mais elle est singulièrement 
simplifiée si l'on s'accorde l'usage du 
compas à pointes sèches, instrument 
qui permet de déplacer, dans une épure, 
la position d'une longueur donnée, sans 
pourtant faire usage des arcs de cercles. 




Fig. 79. 



102. Tracé normal des cubique? 
circulaires unicursales. — Les 

cubiques que nous étudions ici peuvent 
être considérés comme des conchoïdales, courbes transformées 
de la droite et du cercle d'après la définition suivante. 
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Soient une droite A, un cercle r et un point sur r ; par 
menons une transversale OAB et prenons 01 =• AB ; il est facile 
de vérifier que le lieu décrit par le point T est une cubique 
circulaire unicur- 
sale. On obtient la 
strophoïde en pre- 
nant pour A une 
droite passant par 
le centre de I\ 

Mais voici com- 
ment, le tracé du 
cercle r n'étant pas 
accordé, on peut ré- 
aliser la construc- 
tion précédente. 




Fig. 80. 



Imaginons une droite A et deux points quelconques 0, O r ; 
par 0' menons une droite mobile O'M et du point abaissons 
une perpendiculaire OM ; enfin, prenons 01 = AB. Le lieu 
du point I est une cubique circulaire unicursale. 

Nous avons en effet OM = d cos w, 

(d + d r ) sin Ô 



et 



0A = • ,A 

sin (6 — oj) 
Finalement, l'équation polaire du lieu décrit par I est 

(d + d ) sin 6 



— d cos 



sin (6 

ou, en coordonnées cartésiennes, 

(x* + y % ) (x sin Ô — y cos 6) = x % d' sin Ô + y* (d + d r ) sin 

-\- d xy cos G. 
Cette égalité représente 

une strophoïde quand on a 

d -f- 2 d = o, 
c'est-à-dire lorsque A pas- 
se par le milieu de 00'. 



103. Tracé de la 
tangente. — Comme 
nous l'avons annoncé 




Fig. 81. 



tout-à-1'heure cette construction, point par point, des cubiques 
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circulaires unicursales permet de les déterminer, tangente 
par tangente, comme nous allons l'indiquer. 
Considérons deux positions infiniment voisines de la con- 
struction que nous 

venons d'indiquer. 
Dans le triangle oaa\ 

nous pouvons consi- 
dérer iï et mm' comme 
deux transversales ré- 
ciproques, de telle 
sorte que les points t 
et ï sont isotomiques 
sur aa r . 




Fig. 82. 



En passant à la limite on est conduit par ces considéra tion s 
au tracé indiqué par la figure. 

Bans cette construction : oo'ml est un rectangle, mO est 
perpendiculaire sur ml et on a pris aô' = 8a. La droite 8'* 
est la tangente cherchée. (A suivre). 



QUESTION 114 

Solution par M. Taratte, élève de mathématiques spéciales 

au Lycée Saint-Louis. 



Pawni toutes les coniques circonscrites à un mérn? triangle ABC, 
on considère seulement la série de celles pour chacune desquelles 
les normales en A, B, G sont concourantes, et Von demande le 
lieu du point de concours. (E. V.) 

Prenons pour axe des x le côté BC et pour axe des y la 
hauteur correspondante. Soient 6, c les abeisses des points B 
et C et a l'ordonnée du point A, l'équation générale des 
coniques circonscrites au triangle est 

+»(S+5-të+!-)=- 
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Soient x> y les coordonnées d'un point du lieu, exprimons 
que les normales en A, B, G passent par ce point, nous 
aurons les relations 

bcx y — a 

a{kb + Bc) — A + B 
b(x — b) ay 



D Aa-f D 

c(x — c) ay 

D "" Ba + D* 

Il ne reste plus qu'à éliminer A, B, D entre ces trois équa- 
tions. On peut les écrire 

A[ab(y — a) -* bcx] = B[bcx — ac(y — a)], 
B[ay — b(x — b)] = Aab(x —b), 

Bac(x — c) = D[ay — c(x — c)] 
Multiplions membre à membre et nous aurons l'équation 
du lieu 

(ex — ay + a*)(bx — ay — b*)(x — c) 
+ (6a? — ay + a a )(c# — oj/ — c a )(as — 6) = o. 
On a immédiatement des points du lieu par les intersec- 
tions des droites : 

ex — ay -f- a 2 = o, bx — ay — 6 2 = o, # — c = o 
avec les droites 

foc — ay -f- a 2 = o, ex — ay — c 2 = o, x — b = o. 

Ces droites sont les perpendiculaires élevées en chaque 
sommet sur les côtés qui y aboutissent. 

On pourrait à priori trouver des points de la courbe. Il y 
a d'abord les trois sommets du triangle; par exemple, le 
sommet A; car, parmi les coniques considérées, il y en a une 
qui a pour normales en B et C les droites AB et AG, le point A 
est donc le point de rencontre de trois normales. 

Consdérons les perpendiculaires en B et G aux côtés AB et 
AG; ces droites se coupent en un point M qui appartient 
à la courbe : en effet, les droites MB, MG, MA sont trois nor- 
males à la conique formée par les droites AB et AG. Il est 
d'ailleurs évident que la courbe passe par le centre du cercle 
circonscrit au triangle et on voit facilement qu'elle est 
symétrique par rapport à ce point. 
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Asymptotes. — On voit à l'inspection de l'équation qu'une 

des asymptotes est la droite 

b + c 
x -= » 

2 

c'est-à-dire la perpendiculaire élevée au milieu de AB. 
Comme rien ne distingue les côtés du triangle, les autres 
asymptotes sont les perpendiculaires élevée sur les milieux 
des deux autres côtés. 

Cas paiiticuliers. — 1° c = 6, le triangle est isocèle, AB =BC. 
L'équation du lieu se décompose et l'on a 

x = o. et b*x % — a % y* + a(a* — b*)y — 6 4 = o. 

La première donne la hauteur relative au côlé BG; l'autre 
représente une hyperbole, ayant pour centre le centre du 
cercle circonscrit au triangle et pour asymptotes les perpen- 
diculaires élevées sur les milieux des côtés égaux. 

2° Si le triangle est équilatéral le lieu se réduit aux trois 
hauteurs. 

Nota. — Nous avons reçu d'autres solutions de cette ques- 
tion, mais elles renferment toutes des inexactitudes graves 
et elles sont encore plus incomplètes que la précédente. 

Pour perfectionner celle-ci, on peut ajouter aux résultats 
signalés les remarques suivantes : 

1° La courbe passe par l'orthocentre H; 

2° Par le centre du cercle inscrit et des cercles ex inscrits ; 

3° Elle coupe les côtés du triangle ABC, par exemple BC 
en un point A' lequel s'obtient en joignant le milieu M' de BC 
à H et en menant, par A, une parallèle AA r à M'H. 

4° Si l'on considère des coniques inscrites au triangle ABC 
et telles que les normales aux points de contact soient con- 
courantes, le lieu décrit par ce point de concours est iden- 
tique au précédent. 

Cet exercice ayant été proposé dans ce journal nous avons 
cru devoir communiquer à ses lecteurs la solution précédente 
avec les remarques que nous y avons ajoutées. Mais on 
peut observer que la question n'est pas nouvelle. Elle a été 
proposée par M. Darboux (Nouvelles Annales, 1866, p. 95) et 
résolue (loc. cit. p. 420) par M. L. Biny, en employant les coor- 
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données barycentriques, coordonnées naturelles de cette 
question qui parait être de celles qui semblent destinées à 
renaître, de temps à autre, car on la retrouve encore dans 
YEducational Times proposée sous le n° 8396 par le professeur 
F. Purser et résolue (n° du 1 er mai 1886) par le professeur 
Sircom and others. G. L. 



BOURSES DE LICENCE (1886) 



On considère le système S des plans représentés par l'équation 

jj.3 -|- 3[A a a? + 3\iy -f- % = o, 

dans laquelle u désigne un paramètre variable. 

Les axes de coordonnées sont supposés rectangulaires. Soit M le plan 
de ce système pour lequel le paramètre jx a la valeur particulière m. 
Par chaque point A du plan M passent deux plans M f , M" du système 
S, autre, que le plan M. Soient \x\ [/.' les valeurs du paramètre [x re- 
latives à ces deux plans. 

1° Suivant la région du plan M a laquelle appartient le point A. Les 
nombres p. r , u r sont réels ou imaginaires et comprennent entre eux le 
nombre m ou bien sont tous deux supérieurs ou tous deux inférieurs 
à lui. Distinguer ces diverses régions. 

2 e Trouver dans le plan M le lieu des points A tels que les deux plans 
M', M' soient perpendiculaires entre eux; trouver da s l'espace le lieu 
des points tels que deux des trois plans du système S qui passent par 
l'un quelconque d'entre eux soient perpendiculaires. 



AGRÉGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES 

(1886) 



Mathématiques élémentaires. 

On donne un cercle et deux points P et Q situés sur un de ses dia- 
mètres; on joint les points l* et Q aux extrémités A et B d'un diamètre 
du cercle par les droites PA et QB qui se coupent au point M; on fait 
tourner le diamètre AB, et on demande : 

MA 
1° D'étudier la variation du rapport 777-, et de construire la figure 

MJd 

lorsque ce rapport a une valeur donnée ; 

2° D'étudier la variation de l'angle AMB, et de construire la figure 

lorsque et angle a une valeur donnée; 
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3* A/ et B' étant le3 seconds points d'intersection dès droites MA 
et MB avec la circonférence du cercle donné, de trouver le lieu du 
centre du cercle circonscrit au triangle MA'B'. 

L'analyse et ses applications géométriques. 
Théorie. — Démontrer que, quand » augmente indéfiniment, la fraction 



«(■ + 9('+3 (' + ^t) 



/. 



tend vers une limite Y [a), qui est une fonction bien déterminée de la 
variable a, pour toute valeur réelle ou imaginaire de cette variable. 

Montrer que si Ton donne à a une valeur positive, la fonction T[a) 
est égale à l'intégrale eulérienne 

00 

x*-ie— x dx. 

o 

Démontrer que, pour une valeur quelconque de a, on a les relations 
suivantes : 

al» = I> + i), 

r(a)r(i _a)=-=i- 

sin aie 

Applicatim. — On désigne par p et q deux quantités réelles, et on 
propose : 
1° De caculer le module de r[qi) ; 

2° De montrer que T{p -f- qi) tend vers zéro lorsque q devient infini, 
la quantité p restant comprise entre — oo et un nombre positif fini; 
3° De calculer l'intégrale 

»» 

T(i -f yi)cly. 
— oo 



/: 



Mécanique rationnelle. 

Un solide homogène, sur lequel n'agit aucune force extérieure, a la 
forme d'un parallélipipède rectangle dont les arrêtes ont respectivement 
pour longueur a, 2a, 4a; il est d'abord en repos, mais il peut se mouvoir 
librement dans l'espace. 

Une sphère homogène, animée d'un mouvement uniforme de transla- 
tion dont la vitesse U est parallèle aux arêtes moyennes du parallélipi- 
pède, vient choquer ce solide en un point M situé sur l'une de ses faces 
F, perpendiculaire à ces arêtes moyennes. 

La masse du parallélipipède est représeniéc par 12, et celle de la 
sphère par 4; les deux solides sont parfaitement élastiques. 

Gela i.osé, on demande : 

1° De déterminer les conditions initiales des mouvements que les deux 
solide* prendront après le choc; 

î° D'étudier le mouvement que prendra ultérieurement le parallélipi- 
pède dans le cas particulier où le point M coïncide avec l'un des som- 
mets de la face choquée F. 
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Mathématiques spéciales. 

Etant donnes dans un plan une droite D, un point sur cette droite, 
et une droite D' : 

1° Former l'équation générale des coniques qui touchent la droite D 
au point et qui ont la droite D r pour directrice; 

2° Démontrer que deux de ces coniques passent par un point quel- 
conque P du plan; déterminer les régions du plan où doit se trouver 
le point P pour que ces deux courbes soient réelles, et, dans ce cas, en 
reconnaître le genre. 

3° Les deux coniques du faisceau considéré qui passent par le point 
P se coupent en outre en un point P' ; calculer les coordonnées du 
point P' en fonction de celles du po'.nt P, et, en supposant que le point 
P décrive une ligne C, trouver quelle doit être la forme de l'équation 
de cette ligne, pour que le point P' décrive la même ligne. 



QUESTIONS PROPOSEES 



200. — Discuter la surface représentée par 

Sz(* — \)(x + y)(x + i)(j/ + i) = o. 

Cette surface située de la même manière relativement aux trois plans 
coordonnées admet neuf droites au moins. En outre, elle admet une circon- 
férence imaginaire, etc. 

(Catalan.) 

201. — Connaissant les angles a, p, a, (•/ des traces de 
deux plans avec la ligne de terre, calculer l'angle x de ces 
plans. (Boulin.) 

202. — On donne une ellipse fixe de foyers F et F'. Une 
parabole a son foyer en F et est tangente à l'ellipse. Lieu 
du sommet S de cette parabole quand elle se déforme. 

(Bordage.) 

203. — On considère un cercle A de centre et deux dia- 
mètres rectangulaires AÀ', BB'; puis, on imagine des paraboles 
P tangentes à A et passant par les points donnés B, B\ Le 
réseau des paraboles P est doublement infini et peut se 
séparer en deux réseaux : l'un, constitué par des paraboles 
P' dont les axes passent constamment par le milieu de OA ; 
l'autre, par des paraboles P* dont les axes coupent 0A f en 
son point milieu. 
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On considère l'un de ces réseaux P ff et Ton demande . 

1° Le lieu décrit par l'extrémité I du diamètre qui passe 
par 0. 

Ce lieu est le cercle décrit sur OA comme diamètre. 

2° Démontrer que la longueur 01 représente le double du 
paramètre de la parabole correspondante. 

3° Trouver le lieu des sommets des paraboles P". 

Ce lieu est une cubique circulaire unicursale. 

4° Déduire de ce lieu, et de la remarque faite au § 2, le 
lieu des foyers. 

Ce lieu est encore une cubique circulaire unicursale. 

5° On propose enfin de construire ces cubiques points par 
points, et tangentes par tangentes ; en appliquant, pour 
celles-ci, le principe des transversales réciproques. 

(G. L.) 

204. --On considère un triangle ABC et par les deux 
sommets B. C on fait passer des coniques T qui coupent de 
nouveau les côtés AB et AC Respectivement en B' et en C de 
telle sorte que les tangentes en ces points soient parallèles aux 
côtés AC et AB: trouver l'enveloppe des coniques F. 

Cette enveloppe est une quartique située toute entière à 
l'intérieur du triangle ABC et présentant, aux sommets de ce 
triangle, trois points de rebroussement. On vérifiera que les 
tangentes en ces points sont les médianes du triangle et que 
le lieu demandé ne varie pas quand, au lieu des points B et 
C, on fait passer les coniques considérées par deux sommets 
quelconques du triangle ABC. (G. L.) 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGCHAMPS. 



• - - .... 

IMI'BlMEi: K CENTRALE DES CHtUlNS DE KER. — IMI'IIIUERIE CH VlX 
RUB BERGÈRE, 20, PARIS.— 16042-6. 
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STJR LES COURBES ALGEBRIQUES 

Par M. Maurice d'#cagne. 



L'équation d'une courbe algébrique quelconque peut tou- 
jours se mettre sous la forme 
o = y m + y^fax + b ± ) + t/" 1 - 2 ^* + b^c + c t ) + . . . (i) 

Si dans cette équation, on donne à x une valeur quel- 
conque, on en tire, pour y, m valeurs y u j/„ ... y m qui font 
connaître les ordonnées des points d'intersection de la courbe 
et d'une parallèle à l'axe des y. Si nous représentons par 
Syi la somme y t + !/*•••+ y m9 nous avons 

2t/< = a t x -f b t , (2) 

d'oîi Ton conclut le célèbre théorème de Newton : 

Le lieu du centre de gravité des points d'intersection d'une 
courbe algébrique et d'une droite mobile qui reste parallèle à une 
direction fixe, est une droite. 

Si nous différentions les deux membres de l'égalité (2), 
nous obtenons 

Srfy, = a x dx y (3) 

ou 

La somme des cotangentes des angles sous lesquels une courbe 
algébrique est coupée par une droite mobile qui reste parallè'e 
à une direction fixe, est constante. 

Ce théorème que M. G. Humbert a obtenu comme corol- 
laire d'une belle propriété énoncée dans son Mémoire sur 
une application d'un théorème de Jacobi (*), a été utilisé dans 
ma Note sur une quar tique unicursale (**). 

L'équation (1) donne encore 

yiî/a + VxVz + ••• + ViVm + y*y* + ... + y m -iy m 

= a % x* -f- b % x + c % . 

(*) Journ. de Math, pures et appliquées (4* série, t. I, 1885, p. 347). 
(••) Journ. de Math. spéc. (1886, p. 121). 
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Différentiant les deux membres de cette égalité, et grou- 
pant convenablement les termes, nous avons 

*/i( 2 Vi — Vi) + dy 2 (2 y< — y.) + . . . + */ m (2 y { — y m ) 

= (2a % x -\- b % )dx 
ou 

S Vidyi = S t/ t S dyi — {2a 2 x + b 2 )dx ; 
c'est-à-dire, en vertu de (2) et (3), et en divisan les deux 
membres par dx. 



du • 
2j/i — — o^x + 6 1 )-(2a a a; + b % ). 



dyi 



Or yi-^r* c'est la sous-normale n». Donc enfin 
dx 

S ^ = (a* — 2a 2 )x + Ot&t — b i9 

d'oîi ce théorème : 



W 



Si wne droite mobile D reste parallèle à une direction fixe, 
et que Von mène les normales N i9 N 2 , ... N m à une courbe 
algébrique donnée aux points où elle est coupée par cette 
droite, le point ou la droite D rencontre une droite fixe quel- 
conque A, et le centre de gravité des points d* intersection de A 
et des normales N t , N 2 , ... N m engendrent deux ponctuelles 
semblables. 

Supposons, en particulier, que la courbe considérée soit 

une conique, la droite A 
un axe de celte conique, 
et que la droite D soit 
perpendiculaire à A. 
Nous voyons que le 
théorème précédent con- 
duit alors immédiate- 
ment au suivant. 
Soit P le pied de la 
perpendiculaire abaissée d'un point M d'une conique sur un axe 
de cette conique, N le point où cet axe coupe la normale en M 
à cette conique. Par le pied N de la normale menons à une 
direction fixe A une parallèle qui coupe V ordonnée MP au point Q. 
Le lieu du point Q, lorsque le point M se déplace sur la conique 
est une droite 8, 




JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 195 

On a ici 

a* 
Donc si k est le coefficient angulaire de la direction A, le 
coefficient K de la droite o, qui d'ailleurs passe par le centre 
0, sera 

b* 
# = -*. 
a % 

On sait que le centre de courbure y au sommet A du 
grand axe d'une ellipse s'obtient en* abaissant du point de 
rencontre T des tangentes aux sommets A et B une perpen- 
diculaire sur la corde AB. Le point y est à la rencontre de 
cette perpendiculaire et du grand axe AA'. Supposons le 
point y construit. Si nous prenons sur la tangente au 
sommet A un point K quelconque et que nous tirions les 
droites KO et Ky nous avons 

6 a 
coeff. ang, KO = — coeff. ang. Ky. 

Donc, si l'ordonnée d'un point M de l'ellipse coupe la 
droite KO au point Q, et que la parallèle à Ky menée par 
le point Q coupe l'axe OA au point N, la droite MN est la 
normale en M. De là, un procédé très Commode pour mener 
les normales à l'ellipse, procédé qui pourra être très utile- 
ment employé dans la pratique lorsqu'il s'agira de tracer les 
joints d'une voûte en arc d'ellipse (*). 

Pratiquement, on fera coïncider le point K avec le point 
T. Alors QN sera perpendiculaire à AB. 

La construction précédente, prise à l'inverse, permet de 
mener par un point N de l'axe d'une conique, les normales 
à cette conique, problème qui se rencontre dans diverses 
questions de géométrie descriptive. 



(*) Un mémoire plus étendu sur ce sujet, que nous avons rédige der- 
nièrement, et qui contient un certain nombre de propriétés nouvelles 
de l'ellipse, va paraître dans la Revue maritime et coloniale. 
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DE LA PUISSANCE D'UN POINT 

PAR RAPPORT A UNE CONIQUE OU A UNE QUADRIQUE 
Par M. TroiUe, élève au Lycée de Grenoble. 



I. — Coniques. 

Définition. — Étant donnée l'équation d'une courbe U, 

f(x, y) = o, et un point fixe M (# , y ), non situé sur U; 

j'appelle puissance d'un point mobile M(a?, y) par rapport 

f (ce v) 
à U et à M le quotient -j- — - — -*• Si l'on prend deux points 

particuliers M', M" leurs puissances sont respectivement 

d'après notre définition, le rapport des puissances de ces 
deux points. 

1. La conique est à centre. — Rapportée à ses axes, 
son équation est : 

Aas» + By* + C = o. 

Une parallèle à oy, issue du point M (x y Q ) coupe la courbe 
et l'autre axe respectivement en P, Q et H. On a évidemment: 

Ao^-f-B.PH 2 + G = o, et PÏF = -M±£ 

D'ailleurs : 

M P.M Q = (y, - PH)(y, + PH) = y\ - PH 2 
ou 

Il en résulte que pour deux points M (a; y ) et M^a^), 
ou a : 

MpP.M.Q Aaj+Byg + C 

MtF.MtQ' Acrî + Byf + C' 
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Prenons, maintenant, deux nouveaux axes quelconques de 
coordonnées : OX, XY; alors Ax % + By % + G devient /(X, Y); 
et, par suite : 

M P.M Q _ /(Xq,Y>) 

V i FM x V m ~fÇS*,Y l ) m 
Donc : 

Théorème. — Le rapport des puissances de deux points 
M , M lf dans une conique à centre, égale le rapport des pro- 
duits des distances des points à la conique; distances comptées 
sur des droites parallèles à l'un ou à l'autre des axes de la 
courbe. 

2. La conique est une parabole. — - Rapportons-la à 
son axe et à la tangente au sommet, son équation sera : 
y % — ipx = o. — Menons, par le point Mo(a? , y ), une paral- 
lèle M M à Taxe. L'abcisse PO de M est : 

P0 = ^ ; 
ip 

donc 

PQ == PO - ^ == ï— !i2& == M M. 

2p 

Prenons un autre point M t (a? lf y ± ) et changeons d'axes : 
y* — 2 px devient /*(X, Y) dans le système XOY, donc : 

M M _ yl — 2px __ f{X ,Y ) 

M 1 M'""»î-2|KC 1 -/(X lf Y 1 ) , 
d'où: 

Théorème. — Le rapport des puissances de deux points 
M , M 1? dans une parabole, égale celui des dislances des points 
à la courbe; distances comptées sur les diamètres qui corres- 
pondent à ces points. 

II. — Quadriques. 

3. La quadrique est à centre. — Si on le rapporte à 
ses axes, elle a pour équation 

kx* + By* + Gz % + D = o. 
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La parallèle M H, à une direction principale, OZ par 
exemple, issue du point M (x oy j/ , s ). coupe la surface en P 
et Q et le plan des xy en H. On a encore 

PH _. , 

puis M P.M„Q = 4- PH» = Aa? » + Byl + Czl + ° . 

Prenons un autre point M 1 (a? 1 , y^Zi), et changeons d'axes : 
As* + Bj/* -f Cz* + D devient f(X, Y, Z), par suite 
M P.M Q _ A4 + Byl + C*o 2 + D _ flX , Y ,Z ) 
M ± F . M t Q' A*? + Byf + C*J + D / (X t , Y t , Z t ) " 

Donc 

Théorème. — Le rapport des puissances de deux points 
M M t dans une quadrique à centre, égale le rapport des pro- 
duits des distances de ces points à la surface ; distances 
comptées sur des droites parallèles à Vun des axes de la qua- 
drique. On prend arbitrairement Vun quelconque des trois axes. 

4. La quadrique est un paraboloïde. — Rapportée 

à ses deux plans principaux et au plan tangent au sommet, 

son équation est 

ky* + Bz % + Gx = o. 

Une parallèle à Taxe issue du point M (a? , y 09 z ) coupe 

la surface en un point M dont l'abscisse est 



A^ + Bs 



2 

*0 



c 

a mm Ayg + Bzj + Up 

donc, on a MM = - — : — - ° • 

Ci 

De même pour un autrepoint M t (x iy y iy z t ). Changeons d'axes 
d'une façon quelconque : 
At/ a + Bz* + Gx devient f(X, Y, Z) et l'on a : 
M M _ ky\ + Bj4 + Cœ _ f (X , Y , Z ) 
M,M r ky\ + Bz+ Gx t f(X„ Y t , Z,) ' 

Donc 

Théorème. — Le rapport des puissances de deux points 
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M , M,, dans un parabolo'ide, égale celui des distances de ces 
points à la surface; distances comptées sur les diamètres qui 
correspondent à ces points. 

5. La quadrique est un cylindre ayant une ligne 
de centres. — Rapportée à ces deux points principaux 
ot à un plan quelconque perpendiculaire à leur intersection, 
elle est représentée par l'équation 

Aa* + By* + G = o. 
Par deux points M (a? j/ s ) et m (x , j/ , o) menons deux 
parallèles à ox, elles coupent la surface en P, Q et p, q et 
on a évidemment : M P = m p ; M Q = m q ; par conséquent : 

m o p.m q = — = M^P.M Q. 

Même raisonnement pour un autre point M^a^, y l9 z t ). 
Si Ton change d'axes : 

Ax* + By* -f- G devient f(X, Y, Z), il en résulte que : 
M P.M Q = Aacg + Byl + G _ /(X , Y , Z ) 
M t F. M t Q' Ax* + By\+ G f(X u Y lf Z,) ' 

Donc 

Théorème. — Le rapport des puissances de deux points 
M , M 4 , dans un cylindre elliptique ou hyperbolique, est égal au 
rapport des produits des distances de ces points au cylindre; 
distances comptées sur des droites perpendiculaires à un des 
plans principaux. 

■ 

6. La quadrique est un cylindre parabolique. — 

Un calcul identique au précédent appliqué au cas où la 
conique directrice est une parabole conduit très facilement 
au théorème suivant : 

Théorème. — Le rapport des puissances de deux points 
M , M 1? dans un cylindre parabolique égale celui des distances 
de ces points à la surface; distances comptées sur des droites 
parallèles a la direction principale de la surface, direction bien 
déterminée qui correspond à la racine non nulle de V équation en S. 
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SUR LES COURBES PARALLÈLES 

ET QUELQUES AUTRES COURBES REMARQUABLES 
Par M. G* de Iiongchampe. 

(Suite y voir p. 151.) 



LES ENVELOPPES ET LA KREUZCURVE 

Résumé. — Le problème qui nous a occupé dans ce tra- 
vail correspond à l'énoncé suivant : Une courbe étant construite 
point par point, déterminer le tracé de la tangente en l'un de ses 
points. Il est à peine nécessaire de faire observer que la ques- 
tion soulevée par cet énoncé a, pour ainsi dire, une double 
face ; au problème précité en correspond évidemment un 
second, lequel est, en quelque sorte, son corrélatif; cet autre 
problème correspond à l'énoncé : Une courbe étant déterminée 
par ses tangentes successives, trouver, à chaque instant, le point 
de contact qui est situé sur chacune d'elles. 

Nous ne voulons pas aborder ici, au moins pour le moment, 
ce second problème. Nous avons été d'ailleurs prévenu dans 
cette voie par M. M. d'Ocagne, dont les recherches sont con- 
signées dans un mémoire qui, écrit depuis quelques années, 
vient de paraître (Nouvelles Annales, 1886, p. 88). Nous nous 
proposons seulement de montrer par un exemple comment on 
peut aborder les questions de cette espèce. 

Imaginons deux axes rectangulaires ox, oy et une courbe 
quelconque U. D'un point M, mobile sur U, on abaisse des 
perpendiculaires MP, MQ sur les axes et Ton demande de 
déterminer l'enveloppe des droites PQ, point par point. 

Soient œ, y les coordonnées de M ; l'équation de PQ est 
alors 

- + -=!. (1) 

x y 
et la droite infiniment voisine de PQ, celle qui correspond à 
une position infiniment voisine de M, sur U, coupe celle-ci 
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en un point [*, point que nous nous proposons de déterminer 
et dont les coordonnées (X, Y) vérifient simultanément l'équa- 
tion (1) et la suivante 

* dx + IÉf = o. (2) 



x* ' y 2 
La tangente à U, au point M coupe ox en T et Ton a 



MP 
PT 



= tgMTP = -£ 



dy 
dx 




D'après cela, l'équation (2) devient 

XPT __I_ 
ÔP a _ MP* 

Abaissons de une perpendiculaire sur PQ et soit R le 

point oit elle rencontre MP ; 

les triangles semblables POQ, 

OPR donnent 

OP a = OQ.PR=MP.PR; 
on a donc 

Y_PT 

X - RP' 

Cette égalité prouve que oj/. 
est perpendiculaire sur RT; 
la détermination du point [/. 
résulte très simplement de cette remarque. 

Lorsque la courbe U est une circonférence de centre 0, la 
droite PQ, dans son mouvement, conserve une longueur 
constante ; elle a pour enveloppe la courbe qu'on nomme 
l'bypocycloïde à quatre rebroussements. Dans ce cas parti- 
culier, le principe de Ghasles, celui qui est relatif au centre 
instantané de rotation, prouve que le point \x coïncide avec 
la projection de M sur PQ. Il est d'ailleurs facile de reconnaître 
que la construction que nous avons indiquée, pour le cas 
général, donne, pour jx, le même point que celui qu'on 
obtient par application du principe rappelé. 

Mais voici un exemple auquel s'applique très simplement 
notre remarque, 

Il faut d'abord observer que si la connaissance du point M 
et celle de la tangente MT entraînent la détermination dix 
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point [x; réciproquement, la connaissance de {/. et celle de la 

droite PQpermettent de trouver le point M et la tangente MT. 

Supposons donc que PQ enveloppe un cercle de centre O 




et de rayon R ; et soit jx le point de contact. Le lieu décrit 
par M est une courbe K dont l'équation est 






Cette courbe a la forme indiquée par la figure ; elle a été, 
récemment, rencontrée par M. Schoule (*) qui pour rappeler 
cette forme, a proposé de la nommer la Kreuzcurve (**). 



(*) Voyez: Archiv der Malhemalik and Physik von J.-A. Grunert, weites 
Reine. ,:Dritter Theil. Zweites Heft. Leipzig, 1885, p. 124 (Schoute: Die 
Gurven vierter Ordnung mit drei Inflexions Knoten). 

(**) Voyez aussi notre. Traité de Géométrie analytique à deux dimen- 
sions, p. 260. 

La Kreuzcurve appartient, comme Thypocycloïde à quatre rebrousse- 
ments, l'ellipse et sa développée à cette famille de courbes qui sont 
représentées par l'équation 



k™x m + inr = c 



-■2m 
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La perpendiculaire abaissée de sur PQ se confond avec 
le- rayon 0[a ; il suffit donc de prolonger 0[x jusqu'à sa ren- 
contre avec MP, au point R; en R, on élève RT perpendicu- 
lairement à OR; TM est la tangente demandée et c'est ainsi 
qu'on peut construire par points et par tangentes la Kreuz- 
curve. 

Pour être tout à fait axact dans la citation que nous venons 
de faire, nous devons pourtant ajouter que la quartique, 
considérée par M. Schoute est plus générale que la précédente 
et ; pour avoir la Kreuzcurve de M. Schoute, il faut rem- 
placer, dans la construction que nous avons indiquée, le 
cercle par une ellipse rapportée à ses axes. Mais le tracé que 
nous venons de donner pour la tangente subsiste avec les 
modifications évidentes. 

La Kreuzcurve se rencontre dans plusieurs questions ; 
voici, pour en citer des exemples, des exercices conduisant 
à cette courbe. 

1° On considère une ellipse fixe r et une corde MM' mobile 
et perpendiculaire au grand axe de Y ; soit P la parabole qui a 
pour sommet le centre de F et qui passe par les points M, M'. La 
tangente commune à V et à P touche P en un certain point I, dont 
le lieu géométrique est une Kreuzcurve. 

On trouve en effet pour l'équation du lieu demandé 



*f = 



4& a # 



2 



x % — a a 

2° Le lieu des pôles des cordes normales à une ellipse est 
une Kreuzcurve. 

L'équation du lieu est, en effet, avec les notations habi- 
tuelles 

a 6 6 6 

: i _ __ c 4 . 

x % ' y % ' 

les axes de coordonnées étant, bien entendu, les axes de 
l'ellipse, etc. (*) 

et qui ont été considérés par Lamé dans un de ses ouvrages (Examen 
des différentes méthodes, 1818). Voyez aussi l'ouvrage de M. de la Gour- 
nerio (Recherches sur les surfaces réglées ... 1867, p. 196). 

(*) Voyez plus loin p. (211) un troisième exemple. 
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J'ajouterai, en terminant, que j'avais rassemblé, pour la 
rédaction de ce travail, beaucoup d'autres exemples que je 
renonce à exposer pour abréger cette note. 

Ce que j'ai dit suffit certainement à mettre en lumière, une 
fois de plus, la fécondité, pour le tracé des tangentes, du 
principe des transversales réciproques ; et c'est le but prin- 
cipal que je m'étais fixé. J'aurai d'ailleurs occasion de pro- 
poser, à tilre d'exercices, quelques-uns des exemples auxquels 
je viens de faire allusion et, s'ils offrent quelque intérêt, de 
cette façon, ils ne seront pas perdus. 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA. GEOMETRIE DE LA REGLE 

ET DE i/ÉQUERRE 
Par M. ©. de Longchamps* 

[Suite, voir p. 183.) 



104. — Outre la cissoïde et la strophoïde, on peut citer, 
parmi les courbes célèbres qui se rattachent au groupe des 
cubiques circulaires unicursales, la trisectrice de Mac- 
Laurin (*), 

. En général, on donne le nom de trisectrice à une courbe qui 
permet de résoudre le problème de la trisection d'un angle 
donné; il y a, naturellement, une infinité de trisectrices et 
ces courbes sont au moins du troisième degré; celle dont 

(*) D'après un renseignement que je dois à l'obligeance de M. Schoute, 
professeur a l'université de Groningue, cette courbe se trouve dans le 
Traité des fluxions, de Mac-Laurin (1749, pi. X, fig. 134, p. 198). Elle a 
fait récemment l'objet de diverses recherches parmi lesquelles nous 
citerons : 

1* Un mémoire de M. Schoute (Archives Néerlandaises, t. XX, 1885), 
ayant pour titre : Sur la construction des courbes unicursales par points 
et par tangentes. Dans ce mémoire se trouve exposé, entre autres 
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nous allons dire quelques mots est une des plus simples que 
Ton puisse concevoir, elle correspond à la définition suivante: 
la trisectrice de Mac-Laurin est une cubique circulaire droite 
possédant un nœud et les tangentes en ce point sont inclinées res- 
pectivement sur Vaxe de la courbe, d'angles égaux à 60° et à 120°. 

Nous voulons simplement indiquer ici le tracé par points 
et par tangentes de la trisectrice en ne faisant usage que de 
la règle et de Téquerre; il nous suffira de particulariser le 
tracé général que 
nous avons fait con- 
naître plus haut, de 
telle façon que les 
tangentes au nœud 
soient inclinées sur 
Taxe à! d'angles qui 
conviennent à la tri- 
sectrice en question. 

A cet effet, pre- 
nons trois points en 
ligne droite 0, 0', 0" 
et supposons que 00' 
=30'0*,puis faisons 

la construction (1 , 2, f . 83 

3, fig. 83.) 

Ayant posé O'O" = a, on obtient pour représenter le lieu 




choses, un tracé de la trisectrice par points et tangentes, d'après une 
construction due à M. Goclcfroy. 

2° Une note de M. d'Almeida Lima dans le [Jornal de sciencias mathe- 
maiicas e Astronomicas, publié par le D r Gomes Teixeira, Coimbra, 1885, 
p. 13) et intitulée Sobre una rurva do terceiro grao. 

3° Deux articles de M. Habich, directeur de 1 école spéciale des con- 
structions civiles et des mines de Lima, publiés dans la Gaceta Cientiflca, 
année 1885, n°» 9 et 12, p. 248, etc., avant pour titre : Division de un 

ANGULO EN PARTIES IGUALES. 

4° Une note publiée dans ce journal (1885, p. 176). 

5° Voyez aussi le Supplément au cours de Mathématiques spéciales, p. 113, 
et Y Annuaire de V Association française, congrès de Grenoble, 1885. 

D'après une note placée au début du premier article de M. Habich, 
que je viens de citer, la trisectrice a fait l'objet d'un travail du profes- 
seur M. Beraun, de Huanuco ; mais cet opuscule ne nous est pas connu. 
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décrit par le point I, l'équation : 



a 



P = 



— 4a COS O) , 



ou 



COS <o 

; en coordonnées cartésiennes, 

x(x* + y % ) = a(y* — îx*). 

Cette équation représente bien la trisectricedeMac-Laurin; 
sa discussion n'offre aucune difficulté et elle établit que la 
courbe correspondante a la forme qu'indique la figure. 

Tracé de la tangente. — Il nous reste à trouver le tracé de 
la tangente en un point pris sur la courbe. 

Soit I un point de la trîsectrice, point qui correspond au 

point M de la droite A, comme 
nous venons de l'expliquer. 
Projetons O sur 0"M en P, 
et menons IJ parallèle à 00" ; 
nous pouvons observer que le 
lieu du point J est "une trisec- 
trice égale et parallèle à celle 
qui est décrite par le point I 
et que, d'autre paçt, le lieu de 
P est le cercle décrit sur 00 " 
comme diamètre. Enfin, les 
deux points P, J sont isoto- 
miques sur 0"M. 



J 


A» 


\ \ 


O' C X \ 


o\ \ 

\ \ 

H 


V ' / 

\ ' s 

\ 1 s 



Fig. 84. 



D'après ces diverses remarques, si l'on considère deux 
positions infiniment voisines de la figure mobile, le principe 
des transversales réciproques prouve que les tangentes aux 
lieux décrits par J et P coupent A en deux points H, K 
symétriques par rapport à M. 

Concluons donc que, après avoir pris en C le milieu de 
00", on doit élever au point P une perpendiculaire PH à 
CP et prendre MK = HM; la droite KJ ainsi obtenue est 
parallèle à la tangente cherchée. 

(A suivre.) 
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ÉCOLE POLYTECHNIQUE 

(CONCOURS DU 9 JUIN 1886) 



On donne un rectangle ABA'B'. Deux hyperboles équilalêres 
Ae/B ayant toutes deux leurs asymptotes parallèles aux côtés 
du rectangle, passent : Vune A par les sommets opposés A et A', 
Vautre B par les sommets opposés B et B'. 

4° Démontrer que le centre de Vhyperbole A a, par rapport à 
V hyperbole B, la même polaire P que le centre de Vhyperbole B 
par rapport à Vhyperbole A; 

2 J Le rectangle restant fixe, on fait varier en même temps les 
deux hyperboles 9 de manière qu'elles soient égales entre elles sans 
être symétriques par rapport à Vun des axes de symétrie du 
rectangle. Examiner si elles se coupent en des points réels. Trouver 
le lieu du milieu de la droite qui joint leurs centres et prouver 
que la droite P est constamment tangente à ce lieu ; 

3° Si on prend une quelconque des hyperboles A et une quel- 
conque des hyperboles B, il existe une infinité de rectangles ayante 
comme le rectangle donné, les sommets opposés sur chacune de ces 
hyperboles, et les côtés parallèles aux asymptotes. Trouver le 
lieu des centres de ces rectangles 

1. — Prenons pour axes les médianes du rectangle et 
désignons les longueurs de ses côtés par ia et 26. Les équa- 
tions des hyperboles (A) et (B) sont 

-4 — a - + a l — 1 = o, (A) 

ab a b 

'Nous poserons, pour abréger récriture, 

- = X, ? = T 
a 

et nous écrirons, en conséquence, les équations précédentes 

sous la forme 

XY — aX + aY — 1 = o, (A) 

XY — (>X— pY+i =0. (B) 
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La polaire du centre de (A) [point dont les coordonnées 
sont ( — a, + a)] par rapport à (B), a pour équation 
_ a (Y — p) + a(X — p) — pX — pY + 2 = o 
ou 

X(p-a) + Y(a + p ; = 2 (P) 

on retrouve la même équation en cherchant la polaire du 
point (p, p) par rapport à (A).. 

2. — Lorsque l'équation d'une hyperbole équilatère est 

xy — ky — Bx + G = o 
ou 

(x — A)(t/ — B) = AB — G 
si la courbe passe par un point (a, b), la puissance de ce 
point par rapport aux asymptotes de l'hyperbole est 
égale à la valeur absolue de 

(a — A)(6 — B). 
Mais si deux hyperboles représentées par : 

xy — Ax — By -f- G = o, xy — k'x — B'j/ + G' = o, 
et passant: la première par (a, b), l'autre par (a' 6')sont égales, 
on doit avoir 

( a _ A)(6 — B) = ± (a' - A')(6' — B'). 
Appliquons cette remarque aux équations (A) et (B); la 
première passe par le point (1, 1); l'autre par le point (1,. — 1). 
Nous avons donc 

(i-a)(i+a) = ±(l-p)(-l-p) 

OU 

I — 0L a = ±(l — p a ). 

Si l'on adopte le signe +, on a a = + p ; à cette hypothèse 
correspondent des hyperboles égales, mais symétriques par 
rapport à l'un ou l'autre des axes de coordonnées et nous 
n'avons pas à les considérer ici. 

Prenons l'autre signe et nous trouvons alors que les deux 
hyperboles (A) et (B) sont égales [et non symétriques] lorsque 
la condition 

a* + p» = 2, (1) 

est vérifiée. 

1° Cherchons à déterminer les points communs aux deux 
coniques (A) et (B) lorsque a et p satisfont à l'égalité (1). 
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Les équations (A) et (B) donnent, par combinaison, 

(p — a) X + (a + p)Y = 2, 
et (a + p) X + (p - a)Y = 2XY. 

On en déduit 

4XY = (p« - a')(X») + Y») + XY {([S _ a )« + (p + <*)«}. 
L'égalité (1) prouve que 

(P -*)■+ (P + «)■ = 4, (2) 

et comme nous supposons p* — a* ;zf o, l'équation se réduit à 

X* + Y» = o ; 
les points communs aux deux coniques, abstraction faite 
des points qui sont à l'infini, dans la direction Ox et dans 
la direction Oy, sont donc imaginaires. 

2° Cherchons l'enveloppe des droites P. L'égalité (2) prouve 
que l'on peut poser 

P — a = 2 cos <p, p -f" a = 2 sin <p 
et l'équation de P peut s'écrire 

X cos 9 + Y sin <p =? i . 
On sait que l'enveloppe de ces droites est la courbe qui a 
pour équation 

X« + Y» = i, 
ou, dans la notation explicite, 

a» , j£_ 

Cette équation représente une ellipse inscrite au rectangle 
proposé, les points de contact étant les milieux des côtés. 

Nous allons reconnaître que cette enveloppe coïncide avec 
le lieu des milieux de la droite qui joint les centres des deux 
coniques . 

En effet les coordonnées des centres étant 

— a, + a, et p, p ; 
celles du point milieu de la droite qui les joint sont : 

X=P^, et Y = L±f. 

2 2 

La relation (2) prouve que le lieu décrit par ce point est 
justement représenté par l'équation 

X 2 + Y a = l. 

3. — Coupons les hyperboles (A) et (B) par une droite A 
parallèle à l'axe des Y, (X = X) ; A rencontre (A) et (B) en 
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es points K, K f dont les cordonnées sont 

( a -f- A ( A — p 

Les parallèles à Taxe des X menés par les points K et K' 
rencontrent les hyperboles (B) et (A), respectivement en des 
points H et H' ayant pour coordonnées 

( i — dp + X(a - p) ' a + X ' 

ff P — « + M«P— PJLZJL. 

) i — ap + X(oc — p) ' X — (3 

Les abcisses des points H et E! étant égales, on voit donc 
que, X variant, il existe une infinité de rectangles tels que 
ABA'B' ayant les sommets opposés situés sur les hyperboles 
(A) et (B). 

Il reste enfin à déterminer le lieu décrit par les centres 
de ces rectangles (*). 

Soit a) le centre de l'un de ces rectangles ; ce point est 
situé au milieu de KH' et ses coordonnées x, y se calculent, 
par conséquent, au moyen des formules 

I— ap + A(a— 0) V p ' 1 -_ a p + X(a— p) W 

Il est évident, à priori, en examinant le tracé géométrique 
qui conduit au point m, que le lieu décrit par ce point est 
une courbe unicursale et les équations précédentes per- 
mettent justement de construire ce lieu, point par point. Il 
semblerait même, au premier abord, que le lieu est du qua- 
trième ordre ; mais ce n'est là qu'une apparence et Ton trouve 
ici, comme on va le voir, l'occasion d'appliquer une remarque 
connue (C.M.S. ; t. II,p. 562 ; ex. 1). 

Pour trouver l'équation cartésienne du lieu décrit par <o il 
faut éliminer X entre (1) et (2). A cet effet, observons que ces 

(*) Ce lieu peut s'obtenir par des calculs très différents et même, 
peut-être, plus simples que ceux qu'on va lire ; mais la marche que 
nous adoptons ici nous paraît être la plus naturelle et la plus métho- 
dique. 
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égalités peuvent s'écrire 

a — p ._ i — aj3 -f X(tt — p) 

a + g _ X(q — p) — qp + a' 
2Y — X« — i 

Sous cette forme, on voit que Ton a : 

2Y "*" 2X ~ ' 

Le lieu décrit par w est donc l'hyperbole équilatère U cor- 
respondant à l'équation 

Cette courbe passe par l'origine, ses asymptotes sont en 
évidence dans l'équation précédente; elle est donc bien déter- 
minée. 

Elle ne se réduit à un système de droites que si l'on sup- 
pose q' — p* = o et, dans ce cas, nous l'avons remarqué 
plus haut, les hyperboles considérées sont symétriques par 
rapport à l'un des axes de coordonnées. 

On pourrait aussi traiter ces questions par des considé- 
rations purement géométriques, mais elles ont été déjà fort 
bien exposées dans la brochure Examens d'admissibilité et 
d'admission à l'École Polytechnique (1886, p. 13) publiée par 
la librairie Croville-Morant, et nous renvoyons le lecteur à 
cette source. 

4. Remarque. — Lorsque les hyperboles (A) et (B) sont sup- 
posées variables, tout en restant égales entre elles, sans être 
pourtant symétriques par rapport aux axes de coordonnées, 
on a q" + p a = 2 et l'on peut poser, comme nous l'avons 
fait observer plus haut, 

a+P . p— q 

- = Slû o, - =COS q>. 

2 2 

L'équation de U s'écrit alors 

XY = X sin <p -f- Y cos <p. 
L'enveloppe des hyperboles correspondantes est la courbe 
représentée par l'équation 

X»+Y a = X a Y a , 



212 JOUfiNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

ou, en revenant a la notation explicite, 

- -4- £ — ^ nc\ 

Cette quartique est bien connue (*)* c'est la Kreuzcurve. 

QUESTIONS D'EXAMENS 



8. — Trouver la valeur de 

a x — b x 

pour x = o. 

l w Solution. La valeur principale du numérateur est 

#(La — L6) ; 
celle du dénominateur est 

x(Lc — Lrf). 

D'après cette remarque, la valeur demandée est égale à 

a c 
L - : L - • 

b d 

Mais cette démonstration constitue, au même titre que 
l'application de la règle de l'Hôpital un cercle vicieux d'une 
nature particulière, par ce qu'elle exige, du moins dans la 
pratique, la connaissance de la dérivée de a x et cette dénVée 
ne serait pas connue si Ton ne pouvait pas trouver, par \me 
voie directe et indépendante de cette connaissance, la valeur 
de l'expression proposée, pour x = o. 

2 e SoLimoN. L'égalité (1) peut s'écrire 



f~) 



Cherchons, pour x = o, la valeur de s, 

a x — b x 



% = 



x 



(*) Voyez le présent numéro p. 201). 
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Nous avons d'abord 

„©- ■ 

z = o x 3 

x 

et la question proposée revient à la détermination de la 

valeur de 



(D- 



I 

- 5 pour x =5 o. (2) 



x 

Cette question se rencontre précisément quand on cherche 
la dérivée de la fonction exponentielle et Ton démontre, à ce 

propos, que l'expression (2) a pour valeur L (r)> pour x = o. 

Remarque. On peut traiter de la même façon et par l'une 
ou l'autre des méthodes que nous venons d'indiquer le pro- 
blème suivant, qui généralise la question précédente : 

Trouver pour x = o, la valeur de y, 

_ Aa x + Bb x + . . . + Ll x 

y ~" AV* + B'b'* + . . . + LT* ' 
expression dans laquelle on suppose 

A -f- B + . . . + L = o, 
et 

A' + B' + . . . + L' = o. 

La valeur cherchée est : 

log a A b B . . . l L 

log a'W . . . l' v 

O. — Lorsque deux cônes G, G f sont tangents en un certain 
point M ils se coupent suivant une courbe U qui projetée sur le 
plan tangent commun P donne une courbe u ayant en M. un point 
double; les tangentes en ce point et les génératrices de contact 
forment un faisceau harmonique. 

Prenons P pour plan des xy ; les équations des cône s G et 
C' pourront s'écrire sous la forme suivante 

z(kx + By + Gz -f D) -f (y — mx)* = o, 
z{k'x + Wy + Gz + D') + (y — m'x)* = o. 
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Éliminons z entre ces deux équations, nous obtenons l'é- 
quation de u : 

\G(y — mfc) 1 — C(y — mx)*\ 

= |C(À r « + BV +D0 - G '(^ + % + D )} 
{(Aa + By + D)(y - m'a:)» - (A* + Vy + V')(y - mx)*}. 
L'origine est un point double de cette courbe et les tan- 
gentes en ce point sont données par l'équation 

(GD f — DG f ){D(y - m'x)* — D r (y — mxy\ = o. 

Cette égalité établit la proposition en question, parceque 
les quatre droites d'un faisceau harmonique sont, par une 
propriété connue, représentées par les équations : 

P = o, Q = o, P + XQ = o, P - XQ = o. 

(A suivre.) 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Brocard. 

... Au sujet de l'article de M. Lebel (/. S.> p. 147 et sui- 
vantes), on peut observer que M. Fauquembergue est arrivé, 
de son côté, à quelques résultats analogues, comme on peut 
le voir par l'énoncé 15o5 des N. A. M. (1883 (3) IV. p, o3S)... 

Nota. — La strophoïde a fait l'objet de recherches nom- 
breuses et, probablement, les propriétés signalées dans 
l'article en question ont été déjà reconnues. On pourra con- 
sulter, notamment, sur cette courbe célèbre, une étude très 
complète qui a été publiée par M. Georges Ritt (Nouvelles 
Annales, 1846, p. 470). 

D'après une rectification (loc. cit., p. S57) le mémoire en 
question a pour auteur véritable, M. Montucci, docteur de 
l'Académie de Sienne. G. L. 

Extrait d'une lettre de M. Chapron. 

... M. Em. Vigarié (Journal, p. 22) a signalé dans ce 
journal une disposition de la Table de Pascal. En voici une 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 215 

autre, extraite de la correspondance de Hachette sur l'École 
Polytechnique, janvier 18H . . 

b d f h k m p 
i i i 1 i i i i 



12345678 
a 

• •••••• 

• • ■ • • • • • 

1 3 6 10 i5 21 28 36 

*^ • • • « >•• 

1 4 10 20 35 56 84 i;ao 

^ » « • • » • • 

• •••••• 

t 5 1 5 35 70 126 210 33o 
Q 

• •••»•• 

• «••••• 

.1 6 21 56 126 252 462 792 

• »••••• 

• •••••• 

• • • • • • • 

.1 7 28 84 210 462 984 1776 

*<••■••• 

• •••••• 

• •••••• 

1 8 36 120 33o 792 984 2760 

Un simple coup d'oeil jeté sur ce tableau fait reconnaître 
que les diagonales ab 9 cd, ef, gh, ik 9 Im... sont les coefficients 
des puissances l re , 2 e , 3 e ,.,. du binôme... 

(Note de Monge, examinateur.) 

Nota. — A propos de la communication de M. Vigarié, 
■ rappelée dans la présente lettre, nous signalerons un article 
historique publié par M. Aristide Marre (Nouvelles Annales , 
1846, p. 488) : Du binôme de Newton, antérieurement à Newton. 
Dans cette note, M. A. Marre signale ce fait curieux qu'en 
Europe les coefficients binomiaux ont été utilisés pour l'ex- 
traction des racines avant de l'avoir été pour l'élévation aux 
puissances et il cite l'ouvrage de Stifel (Arithmetica intégra, 
authore Michaelo Stifelio) dans laquelle se trouve une table 
qui n'est autre chose que le triangle de Pascal. L'ouvrage 
de Stifel est de 1544; il resterait à connaître la date exacte 
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du Traité général des nombres de Nicolo Tartaglia, signalé 
dans la lettre de M. Vigarié (*). G. L. 

* - * * 

QUESTION PROPOSÉE 



204. — Soient ox, oy deux axes de coordonnées rectangu- 
laires. On considère des paraboles P qui passent par l'origine 
tangentiellement à ox et qui coupent oy en un point fixe A 
(OA = 46). Sur OA, on prend un point B tel que OB = b et 
de ce point B on mène ies normales à P. Trouver le lieu 
décrit par les pieds de ces normales. 

Abstraction faite *de la- normale BO on peut mener deux 
normales à la parabole P, par le point B. 

On fera voir que le lieu demandé *est constitué : 

i° Par une droite menée par B parallèlement à ox ; et Ton 
donnera une. démonstration géométrique .de cette propriété; 

2° Par une cfuartique uûicurs&le. • 

On vérifiera que cette quartique, formée de deux ovales 
présentant à l'origine un point d'embxassenient; correspond : 

Soit à Téquation cartésienne * 

as* + ix % y (y — 26) + y % (y — b)(y — 46) = o, 

soit aux équations 

x _ 3t(t* — 2) 

b~ {t*+ i)« ' 



y _ / /» - 2 \ 
b — \L*+ 1) 



+ 1/ (G.L.) 



(*) Parmi les procédés de calcul qui conduisent aux coefficients binômiaux 
on peut observer, cette remarque m'a été faite par M. Laisant, dans une lettre 
qui sera publiée dans le prochain numéro du Journal de Mathématiques 
élémentaires, qu'ils sont fournis par les puissances successives de U, (4%1, 4331, 
4A6&1 y ...j. La raison de ce résultat est évidente; la méthode de calcul de 
M. Philippof, analysée dans le précédent numéro (J. M, E.) conduit d'ailleurs 
très naturellement à cette remarque curieuse. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 
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NOTE DE GEOMETRIE INFINITESIMALE 

Par M. Maurice d'Ocagne. 



Dans l'intéressante étude sur diverses courbes remarquables 
qu'il a publiée dans ce Journal, M. G. de Longchamps a 
spécialement envisagé (*) la courbe qu'il appelle anti-déve- 
loppée d'une courbe donnée, et qui est le lieu des symétriques 
des centres de courbure de la courbe considérée par rapport aux 
points correspondants de cette courbe. 

C'est une propriété bien connue que Yanti-déceloppée d'une 
chaînette est une droite. Et l'on sait que la chaînette est la 
développée de la tractrice, c'est-à-dire de la courbe telle que 
les portions de ses tangentes comprises entre le point de 
contact et une certaine droite sont toutes égales entre elles. 




Le but de cette note est de démontrer géométriquement 
la propriété inverse, à savoir que toute, courbe qui a pour 
anti-développée une droite, est une chaînette, c'est-à-dire une. 
développée de tractrice. 

Je ne m'appuierai d'ailleurs que sur des formules dont 
j'ai donné, dans ce Journal même (année 1880, p. 433), des 
démonstrations absolument élémentaires. 

Soit r la courbe considérée, dont l'anti-développée est la 



[*) 1886, p. 11. 

JOURNAL DE MATH. SPÉC — 1886. 
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droite A; soient, en outre, en un point quelconque A de 
cette courbe, wl la normale qui coupe A au point I, et <*> le 
centre de courbure, de telle sorte que <oA = AI. 

Du point A abaissons sur A la perpendiculaire AP, et du 
point P, sur la tangente AT, la perpendiculaire PM. 

Soit M(jl la normale à la courbe que décrit le point M. 

L'angle AMP étant constant, on a la normale à l'enveloppe 
du côté TM, en abaissant du centre instantané de rotation jx 
la perpendiculaire |xv sur cette droite; cette normale |*v 
coupe au point v la droite AP qui est normale à la trajec- 
toire A du point P. 

Représentons par d(P), d(A), d(M) les déplacements infi- 
niment petits simultanés des points P, A, M. La droite AP 
se déplaçant en restant parallèle à une direction fixe, nous 
avons (loc. cit., Principe I) 

d(P) _ PT 

d{A) ~ AT ' 
Nous avons aussi (iUi., Principe III) 

d(k) A<o 

d(M)~"MJT 
rf(M) __ M> 

d(P) "~ Pv " 
Multiplions ces trois égalités membre à membre; il vient 

PT.Aco 

: I • 



OU 



Mais on a 



AT.Pv 

PT_ Pv^_Pv 
AT ~~ Au> " IA 

PT PA 



AT IA ' 



donc 



Pv = PA, 
c'est-à-dire que le point v se confond avec le point A, et, 
par suite, le point (x aussi. La droite MA est donc normale à 
la courbe décrite par le point M, et comme MA toucbe son 
enveloppe au point A, ce point est le centre de courbure 
correspondant. Maintenant, la normale PA à la droite A que 
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décrit le point P passant constamment par le centre de 
courbure A correspondant, on a 

d.PM = o, 
et, par suite, 

PM, = const. 

La courbe décrite par le point M est donc une tractrice, 

et la courbe r étant la développée de celle-ci, le théorème 

est démontré. 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE IA REGLE 

ET DE l'ÉQUERRE 
Par M. Ci. de Longchaïups. 

(Suite, voir p. 204.) 



CHAPITRE XI 

LES CUBIQUES UNICURSALES NON CIRCULAIRES 

Le Folium de Descartes. — La Serpentine. — Le Trident de Newton. 
— La Cubique d'Agnesi. — Les Cubiques paraboliques et hyperbo- 
liques. — Cubiques diverses. 

Toutes les cubiques qui possèdent un point double pouvant 
s'engendrer, point par point, de telle sorte qu'une transversale 
issue du point double ne rencontre la courbe qu'en un seul 
point, leur construction ressort évidemment de la géométrie 
que nous développons ici ; et, après nous être occupé, comme 
on l'a vu dans le chapitre précédent, des cubiques circulaires 
unicursales, nous allons maintenant considérer quelques 
autres cubiques unicursales, mais non circulaires. 

105. Le Folium de Descartes (*). —Soient A, A r deux 
droites parallèles, OB une perpendiculaire commune ; menons 

(*) Sur cette courbe on pourra consulter une intéressante notice 
bibliographique de Terquem, publiée dans les Nouvelles Annale s > 1844, 
p. 301. 
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une transversale mobile OA et, du point B, abaissons BG per- 
pendiculaire sur OA. Prenons ensuite GA r = AG et soit I le 
conjugué harmonique de A par rapport au segment OA'. 

Nous allons recon- 
naître que le lieu dé- 
crit par I est un fo- 
lium de Descartes. 
Nous avons en effet 

— = — 4- — 
OA' 01 "*" A * 

et 

OA' + OA = 2OG. 
Posons 
01 = p, I0B = û), 

OB = d; 
les égalités précé- 
dentes donnent alors 
OA' = id cos (o 
d 

COS <ù 

Par suite, tout calcul fait, l'équation du lieu cherché est 

d 3C0S<0 — 2COS 8 o> 

p 2C0S a 0) — I 

ou, en coordonnées cartésiennes, 

x (a* 4. 3^) + d( y » _ as») = o. 

Il est facile de reconnaître, en prenant pour nouveaux axes 
les bissectrices OX, OY des axes Ojc, Oy, que la courbe qui 
correspond à cette équation est le folium de Descartes. 

106. La tangente au Folium. — Si nous considérons 
deux positions infiniment voisines de la transversale OA, 
les quatre points 0, I, A', A formant une division harmo- 
nique et le point étant commun aux deux transversales 
considérées, nous voyons ainsi que les tangentes aux lieux 
décrits par les points I, A' et A concourent au même point. 

Le point A' décrit une strophoïde et la construction de la 
tangente au folium, au moyen de la règle et de l'équerre, se 
trouve ainsi ramenée à un tracé précédemment indiqué. 



Fig. 85. 
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Fig. 86. 



107. La transformation de MaoLaurin. — Avant 
de considérer, comme nous en avons l'intention, le trident 
de Newton, la ser- 
pentine et la courbe 
d'Agnesi, nous de- 
vons dire quelques 
mots de la transfor- 
mation de Mac-Lau- 
rin (*), parce que nous 
déduirons de celle-ci 
la construction de ces 
courbes par points 
et par tangentes. 

Imaginons une 
courbe quelconque U 
et deux points fixes 

A et B ; soit M un poiut de U. Joignons MA, puis menons BI 
parallèlement à AM; 

enfin traçons MI pa- u 

rallèle à une droite 
fixe Az. Nous obte- 
nons ainsi un point I, 
et le lieu décrit par 
ce point est une cour- 
be V, transformée de 
la courbe U. 

Nous allons montrer 
que Ton peut très 
simplement obtenir la 
tangente à la courbe 
V au point I. 

Considérons deux positions voisines du tracé précédent et 




A^-^ 



c -.. t 



Fig. 87. 



[*) Cette transformation a été récemment développée par M. Schoute 
dans un mémoire publié en 1885 au tome XX des Archives Néerlandaises 
et intitulé : Sur la construction des courbes unicursales par points et par tan- 
gentes. Nous devons ajouter que la transformation que nous utilisons 
ici n'est qu'un cas très particulier de celle qui a été étudiée par 
M. Schoute, dans le travail cité. 
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prolongeons les droites BI, BI' jusqu'à ce qu'elles rencon- 
trent kz aux points C et C', puis prenons 

BD = IC = MA , BD' = I'C = M' A. 
' Les deux triangles MAM', BDD' sont égaux ; d'autre part 
DD' et Il f sont deux transversales réciproques du triangle BÇG 
et l'on est ainsi conduit à la remarque suivante : 

Soit MT la tangente à la courbe U au point M ; ayant pris 
BD = MA on mène Dô parallèle à MT jusqu'à sa rencontre 
en 6 avez As ; soit 6' le symétrique de par rapport à G, 
Ô'I est la tangente demandée. 

Voici une autre transformation des courbes, transformation 
dont nous avons déjà parlé (*) et qui constitue encore un cas 
particulier intéressant de celle de Mac-Laurin. 

Prenons deux axes rectangulaires Ox, Oy et, sur Ox, un point 

fixe A; soit U la 
courbe que nous vou- 
lons transformer. A 
cet effet, prenons sur 
U un point M ; menons 
MI parallèle à Oy et, 
par le point de ren- 
contre B de AM avec 
Oy, une parallèle BI 
à Ox ; le point I cor- 
respond ainsi au point 
M et en appelant : x, 
y les coordonnées de 
M ; X, Y celles de I, les formules de transformation sont 



u 











m 






B 














I 
i 










^ 


Nv 1 \\ 


X 


A 


O 




c 







Fig. 88. 



x = X, 



y 



X + a 



a 



(<) 



Nous allons démontrer que la tangente en M à la courbe U, 
la droite BG et la tangente en I au lieu décrit par ce point, 
sont trois droites concourantes (**). 

(•) Journal, 1885, p. 199. 

(**) Cette remarquable construction nous a été indiquée par M. Gode- 
froy, architccteà Amsterdam, et elle peut être considérée comme la con- 
séquence immédiate de celle que M. d'Ocagne a donnée [loc. cit., p. 265); 
elle résulte aussi, si Ton veut, de considérations qui s'appliquent à toutes 
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Appelons ?, tj les coordonnées courantes; les équations de 
MT et de IT sont 



'«&-*)• 



dY 



(3) 



Les formules (1) donnent 

dx == dX, , a{dy — dY) = œdY + Ydx 
Des formules (2) et (3), on déduit par combinaison 

Tja? + IY = 2»Y + a(Y — y) 
ou, en tenant compte de la seconde formule (1), 

x Y 

Cette dernière égalité prouve que les deux tangentes con- 
sidérées se coupent sur la droite BG. 

Les principes que nous venons d'établir vont s'appliquer 
maintenant, comme on va le voir, à trois des cubiques 
remarquables que nous avons en vue. 

108. La Serpentine. — Imaginons deux points fixes 



v 2 



-Ti 



B V 




Fig. 89. 



0, 0' et une droite A parallèle à 00' j si nous effectuons la 
construction (i, 2, 3, 4; fig. 89) le lieu décrit par le point I 



les courbes déduites, d'une courbe donnée, par la transformation de 
Mac-Laurin. Mais, pour ne pas entrer dans ces considérations géné- 
rales, nous donnons ici une démonstration directe du cas particulier 
dont nous avons besoin. 
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est une cubique à laquelle Newton, pour rappeler sa forme, 
donnait le nom de Serpentine. 
En appelant a?, y, les coordonnées du point I et en posant 
OH = d, 00' = <f, BOO' = a, 
on a 

x = d cotg a, y = d' sin a cos a. 
Cette dernière relation peut s'écrire 

t/(sin* a -(- cos" a) = d' sin a cos a; 
l'équation du lieu est donc 

t/(.x* + d % ) = dd'x. 
La figure ci-dessus rappelle la forme de la courbe; la 
tangente au point I a été tracée en appliquant l'élégante 
construction de M. Godefroy. 



109. Le trident de Newton. — Cette courbe est une 
cubique possédant un point double à l'infini et, parmi les 
cubiques de cette .espèce, celle-ci est caractérisée par ce fait 
que son équation, lorsqu'on choisit convenablement les axes 
de coordonnées, est 

U 

U et V désignant des fonctions entières de x; la première, 

du troisième degré; l'autre, du pre- 
mier degré. Il y a, naturellement, 
au point de vue de la sinuosité, plu- 
sieurs formes de trident, suivant le 
nombre des tangentes réelles que l'on 
peut mener à la courbe parallèlement 
à l'axe Ox; mais nous n'avons à nous 
jp préoccuper ici que de la construction 
du trident par points et par tangentes. 
Voici, parmi beaucoup d'autres, une 
génération que nous voulons indiquera 
cause de sa grande simplicité, mais elle 
ne conduit qu'à un trident particulier. 




Fig. 90. 



Autour d'un point fixe M on fait tourner une transversale 
qui rencontre les axes de coordonnées Ox, Oy aux points A, B; 
la construction (î, 2, 3 ; fig. 90) conduit à un certain point I. 



.^3 
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En désignant par <x, (3 les coordonnées du point M, on 
trouve que le lieu décrit par I est une courbe représentée par 

*{(*-«)' + ?'} . 
V p(x — a) 

c'est Téquation d'un trident, dans un cas particulier. 

Mais voici une génération qui donne le trident, en prenant 
le mot dans le 

sens général *- / *^ x 

que nous avons 
indiqué tout à 
l'heure. 

Considérons 
une parabole P 
rapportée à son 
axe Oy et à sa 
tangente prin- 
cipale Ox; 
soient A un Fig ' 9L 

point pris sur Taxe, B un point fixe donné sur la corde prin- 
cipale du point A; effectuons la construction (i, 2, 3; fig. 91) 
et cherchons le lieu du point I. 

Soient a/, y' les coordonnées du point M ; en posant 

OA = 6, AB = a, 

l'équation de BI est 

y-b = »—r-(x - a). 

Comme on a x = x' 

et x* = 2py\ 

l'élimination de x' et de y' entre ces trois équations donne, 
pour l'équation du lieu décrit par le point I, 

# 8 — ax % + 2abp 




y — 



2pX 



(i) 



Mais il importe de montrer que tout trident peut être 
engendré par ce procédé. 
Considérons à cet effet l'équation générale des tridents 

y = ' t ^ : * (A et m ;zf o) 



mx-\-n 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1886. 



10. 



226 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



Si nous transportons les axes parallèlement à eux-mêmes 
au moyen des formules 



l'équation précédente devient 



n 



cc + - = X 
m 



Y — X= - 



AX 3 + B'X* + C'X + D' 



ml 



et si nous disposons de X par l'égalité 

G' + lm = o, 
nous avons finalement, dans ce système daxes, l'équation 
du trident sous la forme 

AX 8 + B'X a -f D' 



Y = 



mX 



(2) 



Nous pourrons donc identifier les équations (1) et (2) et il 
est ainsi démontré que la génération par points, que nous 
venons de donner, convient à tous les tridents. 
Comme .nous savons construire une parabole, par points 

et par tangentes, au 
t } moyen de la règle et 

de Téquerre, nous 
pouvons donc aussi, 
par application de la 
règle donnée dans 
un paragraphe pré- 
cédent, construire le 
trident par points et 
par tangentes. 

110. La courbe 
d'Agnesi. — Cette 
courbe, comme les 
précédentes, nous a 
déjà occupé (*) (loc. 
cit.); nous ne la signalons ici que pour compléter cette 
série de cubiques remarquables et pour faire observer qu'on 




Fig. 92. 



(*) On trouvera {Journal, 1883, pp. 154 et 200) quelques développements 
et certains détails bibliographiques sur ces trois courbes. 
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peut la construire, par points et par tangentes, sans autre 
instrument que la règle et l'équerre. 

Soient 0, 0\ 0" trois points en ligne droite et tels que 
O'O = 00". Si nous effectuons la construction (i, 2, 3, 4; 
fig. 9%), le lieu du point I est une courbe d'Agnesi. 

En élevant au pointM une perpendiculaire MT à OM jusqu'à 
sa rencontre en T avec BG, la droite TI, d'après la remarque 
de M. Godefroy, établie plus haut, est la tangente cherchée. 

111. Les cubiques unicursales générales. — Voici, 

pour faire un dernier emprunt à l'intéressant mémoire de 
M. Schoute, une description par points et par tangentes qui 
permet de tracer les cubiques unicursales droites. 

Prenons quatre points en ligne droite A, B, C, D, puis 
effectuons la construction (1,2, 
3, 4; fig. 93) dans laquelle, 
bien entendu, les droites MB et 
MD sont rectangulaires. Si nous 
posons : 

AB = a, AC = ô, BD = c; 
CI = P , ICD = o>, MBD=a. 

Nous avons 

a tg a = 6 tg a), 
et 

c cos* a = p cos a) -j- 6 — a. 

L'élimination de a entre ces deux équations donne 

j. 1 a * c 
p cos a) = a — H : — ; 

v ^ a* + 6> tg a a) 

ou, en coordonnées cartésiennes, 

x{a*x % + b*y*) = {a + c — b)a*x 2 + (a — b)b*y\ 
C'est l'équation générale des cubiques unicursales droites, 
quand on prend : 1° pour origine, le point double, 2° pour 
axe des a?, l'axe de symétrie. 

En faisant varier la disposition des points A, B, C, D on 
peut ainsi décrire un grand nombre de cubiques remar- 
quables. 

La tangente au lieu décrit par le point I se détermine très 
simplement en observant, avec M. Godefroy, que les tan- 




Fig. 93. 
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gcntes en M et I aux lieux décrits par ces points se coupent 
sur la droite NH. Cette propriété peut s'établir par des 
considérations géométriques comme celles qui sont dévelop- 
pées dans le mémoire de M, Schoute, ou directement, en 
suivant la méthode que nous avons indiquée plus haut, dans 
un cas analogue. 

112. Les cubiques simples. — Nous désignerons 
ainsi celles qui, dans un système convenable de coordonnées 
cartésiennes rectangulaires, peuvent être représentées par 
une équation aussi simple que possible, c'est-à-dire par une 
équation binôme. 

Il n'existe que trois cubiques simples correspondant aux 
équations : 

ce 8 — hy* = o, (A) 

x* — h*y = o, (B) 

xy* — h* = o. (G) 

La première est constituée par deux bras paraboliques et 
elle présente à l'origine un point de rehaussement; la deu- 
xième est formée de deux bras paraboliques présentant une 
inflexion à l'origine, point qui est centre de la courbe. Ce 
sont les deux cubiques simples paraboliques. 

Quant à la troisième elle affecte la forme de deux branches 
hyperboliques asymptotes aux axes de coordonnées; elle 
admet un point de rebroussement à l'infini dans la direc- 
tion Ox; c'est la cubique simple 
hyperbolique. 

113. Cubique simple 
parabolique à point de 
rebroussement. — Prenons 
un angle droit yox, une droite 
A parallèle à oy, puis effec- 
tuons la construction (i, 2, 3, 
4; fig. 94). 

En posant OC = h, BO# = a, on a immédiatement 

x = h cotg 2 a, 
— y = h cotg 8 a. 




Fig. 94. 
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L'équation du lieu décrit par le point I est donc 

x 9 — hy* (*). (A) 

Tracé de la tangente. — Pre- 
nons un point M (x, y) sur la 
courbe (A) ; l'équation de la tan- 
gente en ce point est 

3Xx % — 2hyY — hy 1 = o, 

ou i = o. (a) 

x y 

D'une façon générale, on peut 
observer que si l'équation d'une 

courbe est 

x? = Ay«, 
celle de la tangente au point (x, y) est 

X Y 

P-Z — 9 T = V ~ 9 
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Fig. 95. 



X 



y 



(T) 



L'équation (a) étant 
vérifiée par X = o, Y 

= — -, on voit que la tan- 

2 

gente à (A) s'obtient en 

PO 

prenant OQ = — et en 

joignant le point Q au point 
M considéré sur la courbe! 

114. Cubique simple 
parabolique à centre. 

— Imaginons une hyper- 
bole équilatère H, rap- 
portée à ses asymptotes ; 
prenons sur H un point J, 
joignons OJ, élevons 01 perpendiculaire à OJ et menons 




Fig. 96. 



[*] Cette parabole cubique a été quelquefois désignée par Tépithète 
de parabole Neilienne, du nom du géomètre Guillaume Neil qui la signala 
comme une courbe rectifiable parce que son équation vérifiait les rela- 
tions différentielles indiquées par Wallis pour ces sortes de courbes 
(Nouvelles Annales, 1844, p. 423). 
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enfin par J une parallèle à Ox. Nous obtenons ainsi un 
point I (X, Y) qui correspond au point J(x, y), et les coor- 
données de ces points vérifient les relations 

x = X, yY + X 8 = o. 

D'après cela, à l'hyperbole H représentée par l'équation 

xy + h* = o, 
cette transformation fait correspondre une courbe U dont 
l'équation est 

X 8 = fc*Y. 
On décrira donc l'hyperbole équilatère, point par point, 
par l'un des procédés connus et qui n'exigent que l'emploi 
de la règle et de l'équerre, puis on complétera la construction 
en passant du point J au point I, comme on vient de l'in- 
diquer. 
En appliquant la formule (T), dans laquelle on fait 

p=3, q= i, 
on a 

.X Y_ 

x y 
En prenant OQ = 2PO, QI est la tangente en I. 

115. Cubique simple hyperbolique. — Prenons un 



4>. 

X 


A 


y 




^ 2 








X 




A 






»... -^4 








\ 




Fig. 97. 



Fig. 98. 



angle droit yOx et une droite A parallèle à Oy, puis effectuons 
la construction (1, 2, 3, 4, 5 ; fig. 97) qui conduit à un certain 
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point I. En posant OA = h, le lieu de I est représenté par 

l'équation 

xy* = h 9 . 

L'équation (T) appliquée à cet exemple, dans lequel on a 

p=i, q = — 2, 

donne 

h 2 — = 3. 

x y 

D'après cela, I étant le point donné sur la courbe (fig. 98), 
si Ton projette ce point en G sur OD et si Ton prend 
GB = 2OC, BI est la tangente à la courbe. 

116. Remarque. — Les cubiques simples que nous venons 
de considérer se prêtent remarquablement bien à la solution 
du problème que nous avons examiné plus haut et qui est 
relatif à la duplication du cube. 

Si dans les équations : 

x 9 = hy 2 , x 9 = h*y, xy % = h 9 , 

on fait, respectivement, 

y=h\Ji, y=2h, x = "; 

on trouve, en effet, 

x 3 = 2A 8 , x 3 = 2A 8 , y* = 2A 8 . 

(A suivre.) 



LA QUESTION 199 ET L'HYPERBOLE DE KIEPERT 



La question 199 proposée dans le numéro de juillet n'est 
pas nouvelle, comme nous le fait observer M, Lemoine, qui 
nous écrit à ce sujet et nous dit: « C'est la définition même du 
lieu étudié depuis sous le nom d'hyperbole de Kiepert (*) et 
qui a été proposé (Nouvelles Annales, 1869, p. 40-42) dans la 
forme suivante : Si, sur les côtés d f un triangle ABC cm décrit les 



(*) Voici, à notre connaissance, les travaux auxquels a donné lieu 
cette remarquable conique : 
1° Lemoine [Annuaire de V Association française, Lyon 1873, p. 94) ; 
2* Brocard (/. M. S.; 1884, p. 197 et 1885, p. 12); 
3° Neuberg et Lemoine {Mathesis, 188G, p. 74). La conique considérée 
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trois triangles BA'C, BC'À, AB'C isoscèles semblables (ces trian- 
gles étant tournés tous les trois vers l'intérieur de ABC ou 
tous les trois vers l'extérieur) les droites AA', BB', CC se 
coupent en un point M qui décnt l'hyperbole en question. 

Or, des triangles isoscèles semblables ont évidemment des 
hauteurs proportionnelles aux côtés ; ce qui donne la forme 
de la question 199. 

Quant à la valeur de k (*) pour laquelle les trois droites 
AA', BB r , GG f sont parallèles, on la trouve en cherchant l'in- 
tersection de l'hyperbole de Kiepert avec la droite de l'infini 
et Ton trouve 

k=- (cotg <x + \/ cotg 2 a — 3) y 

a désignant l'angle de Brocard (**). » 

L'identité de la question 199 avec celle des Nouvelles 
Annales rappelée ci-dessus nous avait échappé, bien que, par 
suite de recherches personnelles sur l'hyperbole de Kiepert, 
cette conique était, en ce moment, présente à notre pensée. 

Voici quelques-uns des résultats auxquels nous venons de 
faire allusion. 

Prenons un triangle ABC et posons-nous la question suivante : 

Trouver le lieu d'un point I sachant que son réciproque I et 
son inverse I a sont en ligne droite avec lui. 



dans cet article est représentée par des coordonnées normales ; mais, en 
prenant des coordonnées barycentriques, on a la conique de Kiepert; 

4* Neuberg (/. M . S., 1886, p. 73) ; 

5° Lemoine (Annuaire de Grenoble, 1885, et Mathesis, supplément du 
numéro de mai 1886); 

6° Voyez aussi une petite note sur le centre de la conique de Kiepert 
{/. M. S. t 1886, p. 77). 

(*) Le nombre k dans l'énoncé de la question 199 représente le rap- 
port do la hauteur A'H, d'un des triangles isoscèles considérés, k la base 
correspondante BC. 

(**) La question 199, telle' qu'elle a été proposée par M. Boutin, n'en 
donne pas moins lieu à un excellent exercice de calcul ; la lettre de M. Le- 
moine nous dispense naturellement d'en publier une solution, puisqu'elle 
constitue la meilleure des réponses que pouvait soulever cette question ; 
mais nous engageons les élèves à la traiter, à titre d'exercice, et à 
vérifier, sur le résultat qu'ils trouveront, les propriétés que nous signa- 
lons plus loin. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



233 



Soient a, p, y les coordonnées de I ; celles de I sont 

iii û* 6 a c* 

- ? — 9 — ; et celles de I. — > — > — ; si les trois points sont 

a p y a p y r 

en ligne droite nous devons avoir 



a 


P 


ï 


I 


i 


i 


a 


P 


ï 


a* 


6» 


c 2 



(X 



p 



= o, 



OU 



Ea 1 ^ 2 — c\) = o. (V) 

La conique T qui correspond à cette équation passe : 1° par 
le centre de gravité de ABC (ï, ï, ï); 2° par les points 
adjoints ( — ï, ï, ï), (ï, — ï, ï), (ï, ï, — ï); c'est-à-dire 
pai les sommets A'B'C* du triangle anti-complémentaire de 
ABC (*) ; 3° par le centre du cercle inscrit au triangle ABC 
(a, 6, c) et par ses adjoints. 

En général lorsqu'une conique r est autopolaire à un 
triangle ABC, elle ne peut passer par un point sans passer 
par ses adjoints. 

On peut vérifier l'identité du lieu que nous venons de trou- 



ai En se reportant à la notion des points complémentaires et anti- 
complémentaires dont nous avons parlé précédemment (J. Jf. S., 1886, 
p. 79, et /. M. É.j 1886, p. 131), il est naturel d'appeler triangle complé- 
mentaire d'un triangle donné ABC celui qu'on obtient en joignant les 
milieux A'B'C d'un triangle donné et triangle anti-complémentaire la 
figure A'B'C* obtenue en menant par les sommets de ABC des parallèles 
à ses côtés. 

Je profite de cette occasion pour faire une rectification bibliographique 
relative aux points complémentaires. 

Comme je l'ai dit (/. M. É., p. 131), c'est dans le numéro d'octobre 
1885 des Archives de Grunert que j'ai rencontré cette notion des points 
complémentaires. Mais une lettre de M. Neuberg, que j'ai reçue derniè- 
rement,, m'apprend que l'idée des points complémentaires remonte à 
Nagel et, dans le tome XLI1 des Archives de Grunert, Reuchle a introduit 
le terme commode de couple de Nagel pour désigner l'ensemble formé 
par un point et son complémentaire. 

Dans cette lettre, M. Neuberg ajoute c les termes points complémen- 
taires et anti-complémentaires sont très bien choisis et ils se prêtent com- 
modément à désigner d'autres choses qui s'y rattachent; telles sont les 
figures complémentaires et anti-zomplémentaires... » Les termes de 
triangle complémentaire et anti-complémentaire que je propose ici se 
rattachent à cette terminologie. 
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ver avec l'hyperbole de Kiepert, soit en s'assurant que 

ces deux coniques ont plus de quatre points communs (et 

ceci résulte de ce qui précède), soit en cherchant la figure 

complémentaire de T. Dans cette transformation, l'équation 

précédente devient 

2(p + r -a) 2 (6 2 -c«)=o, 
ou 

Sp Y (&* — c 2 ) = o ; 

c'est réquatioh ordinaire de la conique de Kiepert. On con- 
clut de là que l'équation (r) représente la conique de Kiepert 
du triangle A'B'C*. 

L'équation (r) met encore en évidence quatre points de la 
conique de Kiepert. 
On a en effet 

2 cos 2 A (6* — c 2 ) = S(i — sin 2 A)(6 2 — e 2 ), 
s 2(6* — c «) __ s sin 2 A(6 2 — c 2 ) s S sin 2 A(c 2 — 6 2 ). 

De celte remarque, il résulte que le point U 

(cos A, cos B, cos C) 
et ses adjoints appartiennent à la conique en question. 

Ce point U a déjà été signalé (Mathésis, 1886, p. 74), c'est 
le même que celui qui a pour coordonnées normales 

cotg A, cotg B, cotg G ; 
voici d'ailleurs comment on arrive, assez simplement, à la con- 
struction de U. 

Soit H Vorthocentre de ABC ; la bissectrice de BHC rencontre 
BG en A ±t soit A 2 l'isotomique de A t ; les trois droites AA 2 con- 
courent au point U, etc. 

M. Lemoine au congrès de Grenoble a signalé la propriété 
de l'hyperbole de Kiepert de passer par le centre de gravité 
du périmètre de A'B'C, point qui se confond, comme Ton 
sait, avec le centre du cercle inscrit au triangle ABC. Les 
seuls faits qui sont peut-être nouveaux, dans cette njte,sont 
ceux qui peuvent se résumer ainsi : 

La conique de Kiepert d'un triangle ABC est autopolaire au 
triangle complémentaire A'B'C'; elle jouit de la propriété que 
tout point pris sur la courbe est en ligne droite avec son réci- 
proque et son inverse, relativement à A'B'C Elle passe (sans 
compter les points signalés par MM. Brocard, Lemoine et 
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Neuberg) par les centres des cercles ex-inscrits au triangle 
A'B'C, par le point U, ci-dessus défini, et far ses adjoints, rela- 
tivement à A'B'C. 

G. L. 



CORRESPONDANCE 



Extrait d'une lettre de M. Tarry. 

Alger, 31 juillet 1886. 

... Je vous remercie beaucoup de l'envoi de votre mémoire 
sur un nouveau cercle remarquable... 

Je l'ai lu avec le plus vif intérêt, d'autant plus que votre 
manière d'envisager les cercles qui appartiennent au plan 
d'un triangle a beaucoup d'analogie avec ma manière exposée 
dans Mathésis. 

En effet, en prenant 

u = f(a % 6, c), v = f(b, c, a), w = f(c, a, 6), 

vous obtenez un cercle remarquable, associé au triangle. De 
cette mine vous avez extrait le cercle A. 

Dans ma méthode, u. v, w, pourraient représenter des 
lignes homologues de trois figures semblables, auxquelles 
correspond un cercle de similitude également remarquable. 

Si u, v, w sont les côtés mêmes du triangle, le cercle 
considéré est le cercle de Brocard. 

Il est à remarquer en outre que dans nos études le cercle 
circonscrit et le cercle des neufs points interviennent. 

Il y a certainement beaucoup de rapports entre nos 
méthodes. 

La vôtre est analytique et la mienne géométrique : les 
avantages et les inconvénients s'équilibrent. 

Ne m'occupant absolument que de géométrie pure, je me 
suis naturellement amusé à chercher les démonstrations 
géométriques de quelques-uns de vos théorèmes. 

Comme il peut vous être agréable de les connaître, je vais 
vous les communiquer, ces observations n'ayant peut-être 
pas été faites, malgré leur simplicité. 



236 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 




1° Construire le cercle conjugué du triangle ABC. 

Soit l'orthocentre. 
On a 

OA.OA'-=:OB.OB r 

= OC.OC' = p». 

Si donc du centre on 

décrit un cercle de rayon p, 

ce cercle sera conjugué au 

triangle. 

En effet AA' est perpen- 
diculaire à BG ; A, A' sont 
des points conjugués par 
rapport à ce cercle, et en ligne droite avec 0; par consé- 
quent, le sommet A est le pôle du côté opposé BG. 
On voit aisément que Ton a les égalités suivantes : 
OA' = — 2R cos A, OA = 2R cos B cos G, 

d'où OA. 0A f = p* = — 4R 8 cos A cos B cos G. 

2° Si Von considère sur un des côtés BG du triangle ABC deux 
points isotomiques I, Y sur BG, le cercle A est orthogonal au cercle 
décrit du point I comme centre, avec AI' pour rayon. 

Soit A"B"C" le triangle 
obtenu en menant par les 
sommets du triangle ABC 
des parallèles aux côtés 
opposés ; le triangle anti- 
complémentaire, comme 
vous l'appelez. 
On a évidemmeut AI' 
w = IA" et I est le milieu 
de A,A", 
Le cercle A étant le cercle conjugué de A"BTT, coupe A^" 
en deux points 8, T, qui divisent harmoniquement le seg- 
ment Ai A' ; on a donc 

IS.IT = ÏÂ* 2 = ÂÏ 72 (c. Q. F. d.). 
Votre méthode générale a sur la mienne l'avantage incon- 
testable d'être plus générale parce qu'elle est analytique. 

Ainsi, je n'aurais pas trouvé votre cercle par ma méthode 
et vous pourriez trouver les miens par la Vôtre. 
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Il est nécessaire, pour que A soit réel, que le point tombe 
en dehors du triangle, ou que l'un des angles du triangle 
soit obtus. 

Si les trois angles sont aigus, OA.OA' est négatif, et le 
cercle paraît ne plus exister géométriquement. 

Je crois être parvenu à représenter par un symbole géo- 
métrique les figures imaginaires; ou, tout au moins, les 
coniques imaginaires. 

J'aurai l'honneur de .vous adresser un mémoire, actuelle- 
ment à l'imprimerie chez Gaulhier-Viliars, intitulé : Repré- 
sentation géométrique des coniques et quadHques imaginaires. 

Yoici pour le cas qui nous occupe comment je représente 
le cercle conjugué imaginaire, quand le produit OA.OA' est 
négatif. 

Du centre 0, avec un rayon égal à \/ — OA.OA', je décris 
un cercle que je trace en rouge (pour le distinguer d'un cercle 
réel et pour marquer ainsi que ce cercle est un pur symbole). 

Ce symbole me permet de trouver toutes les propriétés du 
cercle imaginaire qu'il représente. 

Ainsi, la polaire d'un point E, par rapport au cercle imagi- 
naire représenté par le cercle rouge, est la polaire, par rap- 
port au cercle rouge (supposé réel), du point E r symétrique 
par rapport au centre du cercle. • 

Avec cette convention, votre droite 8 ne disparaît pas ; elle 
est la polaire par rapport au cercle rouge du point symétrique 
du centre de gravité E par rapport au centre du cercle rouge. 

Toute conique imaginaire a la forme d'une ellipse rouge, 
et l'étude du cercle A se prête admirablement à la démons- 
tration de l'utilité de mon mode de représentation... 



QUESTION D'EXAMEN 



10. — Équation du plan tangent pour les surfaces unicursales. 

Soient u et v deux paramètres arbitraires et indépendants; 
les coordonnées d'un point de la surface unicursale sont 
x = f(u, v), y — cp(u, v), z = <f(u, v). 
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Lçs équations de la droite qui passe par les points #, y, z; 
x + dx 9 y + dy, z -j- dz sont 

X — ar Y — y Z — z 



dx 



dy 



dz 



(*) 



D'autre part, en désignant par u et v les valeurs des 
paramètres qui donnent ce, j/, z; et par u + du, v + dv celles 
qui correspondant aux valeurs x -|- <te, y -f- eft/, js -f- cte, on a : 

dy = £*• + S** 

dz = —-du + -r^dy, 
du dv 

formules dans lesquelles du et dv désignent deux infiniment 
petits arbitraires et du même ordre infinitésimal. 

Enfin, si Ton désigne par - la valeur commune des rap- 



ports (1), ceux-ci pourront s'écrire 
X — x Y— y 



Z — 



P U + d / dv ^du + pd0 ?*.+&!> 

du dv du * dv du r dv 



1 

X 



•On obtient ainsi trois relations linéaires et homogènes, par 
rapport aux paramètres variables X, du, dv; le lieu décrit par 
la tangente mobile considérée est donc le plan représenté p&\* 
l'équation 

X-x Y — y Z — z [ 
df dv dty 



du 
d£ 

dv 



du 

dv 



du 

dv 



o. 



(A suivre.) 
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QUESTION 18 

Solution par M. Léon Clément, élève de Mathématiques spéciales 

au Lycée de Rouen (*). 



Trouver le lieu du point M dont la distance à une ligne fixe A 
est dans un rapport donné avec la somme ou la différence de 
ses distances à deux points fixes A, B. 

Pour fixer les idées, adoptons le cas où Ton considère la 
somme MA + MB. 

Prenons pour axe des x la droite joignant les deux points 
fixes, et pour axe des y la perpendiculaire à A menée par 
le milieu de AB. 

Soit X = o Téquation de A, Considérons un point M du 
lieu (de coordonnées <r, j/); et soit 2a la somme des dislances 
du point M aux points A et B. Si Ton pose AB = 2c, le 
point M se trouve sur l'ellipse : 

«y + ( a% — c *) x * = a *( a * ~ c *)- 
Soit MP la distance du point M à la droite CD ; on a 

MP = 2XX, 
X étant une constante. 

Si on appelle y le rapport donné, on a donc ^T» 

K 2,a K 

d'où 

a = kX. 
Éliminant a entre cette relation et l'équation de là conique, 
on a l'équation du lieu du point M : 

À*X* . y 2 + (A»X* — c*)x* = k*X*( **X* — c»). (1) 
C'est une équation du quatrième degré. 
Dans le cas où Ton considère la différence MA — MB, on 



[{*) Cette solution nous a été adressée il y a déjà quelque temps; nous 
avons tardé à la publier dans l'espérance, qui ne s'est pas réalisée, d'en 
recevoir d'autres. Cette remarque s'applique à plusieurs solutions 
de questions relativement anciennes, et qui, soit dans ce Journal, soit 
dans le Journal de M. £., paraîtront prochainement. 
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substitue à l'ellipse que nous avons envisagée tout à l'heure 
une hyperbole et Ton retrouve l'équation (1), au signe près 
du second membre. 

La discussion de cette équation générale semble offrir 
quelques difficultés ; mais on pourra facilement construire 
la courbe (1), en supposant que A est parallèle ou perpendi- 
culaire à AB. 



QUESTIONS PROPOSEES 



206. — L'ellipse inscrite au triangle ABC et ayant pour 
foyers le centre de gravité et le point K de Lemoine, touche 
les côtés en des points a, p, y> tels que les deux segments 
Ba, Cm sont proportionnels aux carrés des diamètres des 
cercles AKB, AKG. (E. Vigarié.) 

207. — On donne deux droites fixes A, A', qui se cou- 
pent en A, et un point B sur A. D'un point G, mobile sur 
A', on abaisse sur A une perpendiculaire qui coupe cette 
droite en G'. A partir de G, on porte sur A, dans un sens 
déterminé, une longueur CD constante. On demande : 

1° L'enveloppe de CD; 

2° Le lieu du point G d'intersection de GG' avec la perpen- 
diculaire à CD issue du point B. 

(Troille, élève au lycée de Grenoble.) 

208. — Démontrer que l'expression 

v/i + \/2 + v/3 + ...+v/n 
n\/n 

2 

tend vers -, quand n croît indéfiniment. (T.) 

3 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGGHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE FER. — IMPRIMERIE CHAIX, 
RUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 18670-6. 
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ÉQUATION GÉNÉRALE DES CERCLES DE fÛCKER (*) 

Par <F« Neaberg, professeur à l'Université de Liège. 



1. — Les côtés d'un triangle A'B'Q f homothétique au 
triangle de référence ABC par rapport au point de Lemoine K 
peuvent être représen- 
tés, en coordonnées 4L 
barycentriques, res- / ^Â- Ns s^ 
pectivement par les / // V" % ^^ Ss s. 
équations / /V'k~--^\ ^v. 

x = Xa», 7;-r— ~^^-o^ 

y = X6«, B J£A < ^c 

* = XC, R f C 

X désignant le rapport BB' : (a* + 6 1 + c a )BK. La somme 
des trois coordonnées absolues d'un point étant égale à 
l'unité, on trouve aisément pour les coordonnées des points 
i„ i s oùBG est coupé par A'C', A'B': 

i, ... o, X6 a , i — X6*; i 8 ... o, i — Xc a , Xc J # 
Exprimant que ces valeurs vérifient l'équation d'une cir- 
conférence : 

a*yz + bHx -f- c % xy -f- (x -{- y + *)(Aœ + By -f- Cs) = o, 
on obtient 

B = — c a a a X(i — lb*) f C = — n»6*X(i — ).c â ). 

La forme de ces égalités montre que si l'on pose 

A = — 6 a c a X(i— Xa a ), 
la circonférence passe par les six points d'intersection 
i« !a> 2 i> 2 a> 3i» 3, des côtés non homologues des triangles 
ABC, A'B'C. Donc l'équation d'un cercle de Tiicker est (**) 



S ^- — XS^sf-i. — X\x = o • (1) 

b % c* \a % ) v ' 



(*) Vovez dans le Journal de Mathématiques élémentaires (1886; p. 195) 
une étude géométrique des cercles de Tûcker, par M. E. Vigarié. 

(•*) Comparer A group of circles, by R. Tûcker (Quarterly Journal of 
Pure and Applied Mathemalics, vol. XX). 
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L'axe radical de ce cercle et du cercle ABC a pour équation 

a % 
il est donc parallèle à la droite de Lemoine et les centres 
des cercles de Tiïcker sont sur la droite OK. 
L'équation (1) peut être écrite ainsi : 

x . vz 
a 2 ' ¥c % 

On en déduit l'équation de l'enveloppe des circonférences 
de Tucker, savoir 

a 2 * 6 2 c 2 

X 2 XV 

OU S— — 2S--|- = O. 

a 2 a*b* 

Cette enveloppe est donc une ellipse qui touche les côtés 
de ABC aux pieds des symédianes et a, avec le cercle ABC, 
un double contact sur la droite de Lemoine. 

2. — On peut arriver plus rapidement à l'équation (1). 
Si l'on pose I = x + y + z, les côtés du triangle A'B'C 
ont pour équations 

& V z 

-—7I=o, i-M=o, -_XI=o, 
a 2 o 2 c l 

et toute cubique passant par les neuf intersections des côtés 
des triangles ABC, A'B'C est représentée par 



(S - XI )(^ - XI )(5 - XI ) - -^ = - 



(-2) 



On obtient la cubique formée de la droite I passant par les 
intersections des côtés homologues, et de la conique passant 

par i 2 , i 8 , 2j, 2 8 , 3i, 3 2 si l'on pose m = — — . Le facteur I 

se sépare alors de l'équation et il reste l'équation (1). 

3. — La même méthode sert à démontrer analytiquement 
un second mode de génération des cercles de Tucker. 

Soient A t B t Ct le triangle formé par les tangentes en A, B, C 
à la circonférence, et a(3y un triangle homothétique à A f B,C, 
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par rapport à K. Les équations des côtés de ces triangles 
sont 
y . % z . x x y 

3î+ ? =°. ?+hï=°' *+ïï-°> 

y z z , x x . y 

Ji + — «*=<>. ^ + 7.-1*1 = 0. J. + j! - * = °' 

jx, ^i, (x a étant des constantes. Si Ton retranche Tune de 
l'autre deux des dernières équations, on doit trouver les 
équations des symédianes; donc [/. = ix t = j*,. On voit faci- 
lement que Taxe d'homologie des triangles ABC, a^y a pour 
équation 

c'est une parallèle à la droite de Lemoine. Les équations 
des côtés de apy étant mises sous la forme 

TT X TT V TT z 

a" o 2 c a 

l'équation d'une cubique passant par les neuf intersections 
des côtés de ABG et a(3y est 

(■ - sx» - £X« - ?) + -»' = •• 

Cette courbe se décompose en une droite H et une conique, 

si Ton prend m = ... : on retrouve ainsi l'équation (1). 

Qrb c 

On peut observer que la droite H est l'axe radical du cercle (I) 

et du cercle ABC. 

4. Passons aux cas particuliers les plus remarquables. 

A. On obtient le premier cercle de Lemoine en menant par K 

des parallèles à BC, CA, AB. On a alors a = ; ; 

r a» + 6 a + c* ' 

donc ce cercle a pour équation 

v y 2 x + y + z y ft' + c r _ n 

b*c* (a a + 6' + c a )« a* 

B. Le deuxième cercle de Lemoine correspond au cas oîi les 
côtés de a6y passent par K; le triangle A'B'C est alors symé- 
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trique de ABC par rapport à K. Il faut maintenant poser 

X = — — ■ — 9 ce qui donne pour l'équation du cercle : 

a* -f- o 2 -j- c 2 

% V 2 oc + v 4- ^ „ /y* 4- t 1 — a 2 

ftt c i - ( a « _J- b 2 -f c 2 ) 2 a 2 

C. Le cerc/e de Taylor conduit à des calculs intéressants. 
Soient k h , B fc , C fc les pieds des hauteurs de ABC, et pour 
avoir les mêmes notations qu'au i°, soient : 

i 8 et ), les projections de B* et C* sur BG ; 

2 ± et 2 8 — — C h et A fc — GA; 

3, et 3 ± — — A ft et B h — AB. 

Cherchons les coordonnées barycentriques de ces points. 

On a Ci 8 = CB* cos C = a cos 2 G, Bi 8 = a — Ci 8 = asin 2 C; 

d'où les coordonnées de 1 8 : 

Pi R r 

x = o, y = j^ = cos 2 G, z = ^ = sin 2 G. 

On peut donc former le tableau suivant: 

i 8 (o, cos 2 G; sin 2 G), 2 8 (cos 2 G, o, sin 2 CV, 

2 t (sin 2 A, o, cos 2 A), 3 A (sin 2 A, cos 2 A, o); 

3 a (cos 2 B, sin 2 B, o), i a (o, sin 2 B, cos 2 B); 

D'où Ton conclut que les droites i 8 2 3 , 2434 3 a i a ont pour 
z = sin 2 G, x = sin 2 A, y = sin 2 B, 

et forment un triangle A'B'G' homothétique à ABG par rap- 
port à K; la valeur de X (1°) est, visiblement, X = — - et 

4R 2 

celle du rapport de similitude des deux triangles A'B'C\ 

ABG est 

a a j_ ô 2 + c 2 

1 ^ = 2 cos A cos B cos G. — 1. 

4R 2 

L'équation du cercle de Taylor est donc 

2 l?-T6F Sa!Sa;cot ^ A = - 

Les coordonnées des points A\B',G f sont maintenant 
00s (B + G) cos (B — G), sin 2 B, sin 2 C; 

sin 2 A, cos (G + A) cos (G — A), sin 2 G ; 

sin 2 A, sin 2 B, cos (A + B) cos ( A — B). 

Les droites 2 8 3 a , 3 t i 8 , i a 2 t ont pour équations 
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— x + y cotg" B + z cotg* C = o, etc. 
elles joignent les milieux de deux côtés du triangle ortho- 
centrique A^B^C* et ont pour longueur commune le demi- 
périmètre de ca triangle . 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA GEOMETRIE DE LA REGLE 



>,£. 



ET DE L EQUERRE 
Par M. CL de Ijongchamps. 

{Suite, voir p. 209.) 



CUBIQUES DIVERSES 

Le tracé des cubiques unicursales (*) par la règle et Téquerre 
se prête naturellement à toutes ces cubiques, et celles que 
nous avons examinées jusqu'ici ne constituent qu'une faible 
partie des courbes de cette famille. Ne pouvant les considérer 
toutes, nous nous sommes attaché aux plus célèbres et aux 
plus simples et nous nous sommes borné à indiquer l'un 
des procédés généraux qui permettent de les obtenir toutes. 
Mais en quittant le tracé des cubiques 
nous voulons indiquer encore deux 
constructions qui conduisent à des 
cubiques que Ton rencontre assez fré- 
quemment. 

117. La cubique mixte. — Pre- 
nons un angle droit yoœ et une droite 
A parallèle à Oy; ayant effectué le 
tracé (I, 2,3; fig. 99) et posé 

OA = A, 01 = p, IO# 




Fig 99. 



a), 



H Voyez sur celte question un mémoire de M. P.-H. Schoule (An- 
nuaire de l'Association française \ p. 169, Congrès de Grenoble, 1885 . 
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on trouve, pour l'équation du lieu décrit par I, 

h = p sin 2 a) cos <»), 
ou, en coordonnées cartésiennes, 

y*x = h(x* + V*)' 
Cette cubique est une transformée conchoïdale de la para- 
bole dans les conditions sui- 
vantes. 

Considérons une parabole 
P représentée par l'équation 
y 2 — hx= o ; par le sommet 
menons une transversale mo- 
bile qui rencontre la droite 
fixe A (x — h = o) en K; et 
la parabole P, en M; puis, 
prenons MI = OK et cher- 
chons le lieu décrit par I. 
Nous avons 
h coso) 




0M = 



sin a o) 



OA = MI 



Fig. 100. 



h cos 



o> 



P = 



+ 



h 



et, par suite 
h 



COS 0) 



sin 2 a) ' cos (o sin* co cos u> 
Le lieu décrit par le point I est donc la cubique trouvée 
plus haut, elle est constituée par deux branches mixtes: de 
forme hyperbolique, à Tune des extrémités; de forme para- 
bolique, à l'autre; elle affecte l'apparence générale indiquée 
par la figure (*). 

En considérant deux positions infiniment voisines de la 
transversale OKMI on obtient la tangente à U au point I par 
l'application évidente du principe des transversales réci- 
proques. 
La cubique qui vient de nous occuper peut encore être 



(*) Les courbes P et U sont disposées, l'une par rapport à l'autre comme 
l'indique la figure, mais elles ne sont pas asympto tiques. La parabole 
asymptote de U est une parabole égale à P lorsqu'on a transporté celle- 
ci, de la droite vers la gauche, parallèlement à elle-même, à la distance h. 
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engendrée, point par point, au moyen de la construction 
(i, 2, 3, 4) indiquée par la figure ci-dessous. On est ainsi 
conduit à un certain point J. 
En observant que l'angle 
JOX est égal à]BOG, on a 

y = x tg a, 
et 



OC = y = 
h 



PB 

COS a 



«> 


y 


A ^1 ^* 


c 




a/ ,' 




* 






A 1 


D 



Fig. 101. 



sin a cos a 
Ces deux relations donnent, par combinaison, 

tfx=h(x*+y*). 
Ainsi, le lieu décrit par le point J est encore la courbe U 
que nous venons de considérer. Les parallèles à ox coupent 
cette courbe en deux points I et J qui se trouvent déterminés 
simultanément: l'un, par la première construction; l'autre, 
par la seconde. C'est un fait que nous avons rarement ren- 
contré et qui semble assez curieux. 

118. Remarque. — La cubique mixte qui vient de nous 
occuper affecte deux formes 
très différentes suivant que 
son point double est : isolé, 
comme dans le cas que nous 
avons examiné; ou situé sur 
les branches réelles de la 
courbe, comme dans celui que 
nous allons signaler. 

Considérons un angle droit 
yox et soient A, A' deux paral- 
lèles à Oy\ si nous effectuons Fig. 102. 
la construction (1, 2, 3; fig. 402) nous obtenons un point I, 
dont le lieu géométrique, si Ton pose OA = d, AB = d' est 
une courbe représentée par l'équation 

y * (d — x) = d'x\ 

Cette courbe est constituée encore par deux branches 
mixtes, mais, dans ce cas, elles passent par le point double. 
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119. La cubique conchoïdale. — Parmi les cubiques 
unicursalcs que Ton rencontre le plus fréquemment, nous 

citerons encore celles qui sont con- 
stituées par une branche conchoï- 
dale et un point double isolé. Voici 
un exemple très simple de ces sortes 
de cubiques. 

Considérons un angle droit yoœ, 
une droite A parallèle à 0y\ effec- 
tuons la construction (i, 2, 3, 4, 5: 
fig. 403), le lieu du point I, comme 
on le vérifiera sans peine, est une 
x cubique ayant pour équation 

**=(*- Â >'r^r 

La courbe qui correspond à 
ig ' cette équation à la forme générale 

qu'indique la figure. 




120. La conchoïdale circulaire. — Mais, parmi les 
conchoïdales, il y a lieu de remarquer celle qui est circulaire 

et qui s'obtient par la 
constructionsuivante. 

Soit GAB un triangle 
rectangle isocèle; on pro- 
jette en Q et en P, sur ses 
côtés AB, AG un point M 
mobile sur l'hypoténuse 
BG. La perpendiculaire 
abaissée de M sur PQ va 
passer (*) par un point 
fixe 0, quatrième sommet 
du carré construit avec le 
Ftg - 404 ' triangle proposé CAB et 

elle rencontre PQ en un point I dont le lieu géométrique est 
une cubique circulaire unicursale ayant pour équation, dans 




(*) Voyez Nouvelles Annales 1843, p. 228. 
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le système yox, 

(y — x) (y* + &) + h(tf + x* — xy) = o, (AB = AC = A) 
courbe représentée, dans le système YOX, par l'équation 

X (X 2 + Y») = h YJL (Y 1 + 3X"). 

4 
L'asymptote réelle s'obtient en menant par 0', milieu de OD, 

une parallèle à BG (*); le sommet 0' est au milieu de AD; les 
points B et G sont deux points d'inflexion réels de la courbe. 
La forme de celle-ci se trouve ainsi nettement indiquée. 

Le tracé de la tangente se fait assez simplement en 
observant que l'on peut considérer le lieu du point I comme 
étant la podaire du point par rapport à une certaine para- 
bole, enveloppe des droites PQ ; parabole qui a pour sommet 0" 
et pour foyer D ; ce qui la détermine complètement, 

121. Le Folium parabolique droit. — Cette courbe est 
une cubique unicursale caractérisée par les faits suivants 

1° Elle admet une 
direction asymptotique 
unique; 

2° Elle est droite ; 

3° Les tangentes au 
nœud sont rectangu- 
laires. 

Considérons un angle 
droit yox et une droite 
A parallèle &oy; posons 
OA. = h. Si nous effec- 
tuons la construction Fi 9- 105 - 
(i, 2, 3, 4; fig. 405) nous obtenons un point 1 dont le lieu est 
une courbe correspondant à l'équation 

x 3 = h(x % — y 2 ). 

{*) La courbe qui nous occupe ici a été, comme la plupart des 
cubiques simples, distinguée par Newton dans son énumération des lignes 
du troisième ordre et par Euler dans sa magistrale introduction à l'analyse 
infinitésimale. Elle a fait l'objet d'une note [N. A., 1843, p. 316) ; le lecteur 
qui se reportera à celte note voudra bien rectifier la construction indi- 
quée pour l'asymptote. 

L'erreur en question a d'ailleurs été relevée {N. A., 184: p. 299) 
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£~ p .r.l= mi l S pi' ;- _» -,, 

«v. ns „ Ml ™ ire ld tellge P nte » l'^rt T. 'plw 

« tangente au tolium parabolique, au point I. 

udSLÏ SÏÏT 1 Para ?^ <*"««>■ - Cette cubique 
umcumale admet, comme la précédente, une direction asymp- 

totique unique et un nœud 
droit; mais elle n'a plus 
d'axe de symétrie. 

Exposant OA = a, OB 
= b et, en exprimant les 
diverses lignes de la figure 
au moyen de l'angle *>, 
on trouve sans peine l'é- 
quation polaire du lieu 
décrit par le point I 




P= 



a 



COSco 



— tgo> 



a tg (o — b 



COS (o 



Fig. 406 

L'équation cartésienne est donc 

1^!: Z£ ^--rîptlate est un folium 
l'heure * ' "^ qU<? n ° US avOÛS ««nie tout à 

CHAPITRE XII 

LES QUARTIQUES UNICURSALES 

Toutes les courbes unicursalps « n „i a. a 

««- pt„ .,ac é e,, p„ inl pï poS 'a ^râ STC 

et de lequerre parce que, à un élément m Iu V f g 
convenablement choisi' ne co^TiïaïïSt^f ?' 
la courbe. Nous avons déjà fait cette rT." T* dc 

précédent, ma is no». y ii.J,^™^" ch «P »™ 
porfanceetnous allons montrer de nouveau suri « V 
divers, l'application de cette idée général " PlCS 

curl°a]L C0nSidérerOnS UDi( I Uemeût «ï-^ues' q u a rti q ues uui- 




Fig. 107. 
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123. Le Folium double. — Le Folium double est une 
quarfcique caractérisée par les propriétés suivantes : 

1° Elle admet les directions isotropes comme directions 
asymptotiques doubles ; 

2° Elle possède un point triple présentant la particularité 
d'un rebroussement pour deux des bras qui passent par ce 
point. 

Il résulte de cette définition 
qu'en prenant l'origine au point 
triple, la tangente de rebrousse- 
ment pour axe des y et des axes 
rectangulaires, l'équation du 
folium double est 

(# a + y % ) 2 = x*(ax + by). 

Voici comment on peut con- 
struire cette courbe point par 
♦ point avec la règle et l'équerre. 

Imaginons un angle droit AOB et soit (i^ ?,± 3, 4; fig. 407) 
une construction condui- 
sant au point I en posant 

OA = a, OB = b, 

AI = p, MAO = a), 
nous avons, par applica- 
tion du théorème des pro- 
jections, 
AM = a cos (0 + 6 sin o> 

et comme 

p = AH cos » = AM cos 2 
nous pouvons écrire 

p = a cos 3 a) -f- b sin w cos 2 o>. 

C'est l'équation polaire du lieu 
décrit par le point I; l'équation car- 
tésienne est donc 

(x 2 -f- y 2 ) 2 = x 2 (ax -f by). 

On peut distinguer deux espèces 
de foliums doubles : le folium droit, *ty« 409. 

et le folium oblique; suivant que la tangente de rebrous- 
sement est ou n'est pas un axe de symétrie. 



*- 




Fig. 108. 
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Le folium double droit, qui correspond au cas particulier oîi 
Ton suppose a = b, est une courbe bien remarquable (*); 
les construclions (i, 2, 3, 4) des figures 108 et 109 condui- 
sent encore au tracé du folium droit ; point par point. 

Dans cette dernière figure, on suppose 00' = 0'0 ,; . 

124. Le limaçon de Pascal. — On sait que cette courbe 
se construit très rapidement, point par point, conformément 
à sa définition, si Ton s'accorde l'usage du compas à pointes 
sèches, puisqu'il suffît de porter sur un rayon vecteur 

mobile, à partir d'un 
point qu'on déter- 
mine, une longueur 
constante. 

Mais on peut aussi, 
par le seul usage de 
la règle et de l'équerre , 
°' o" o" construire ces cour- 

Fi 9- uo - bes; le tracé (1.2. 3.4. 

5;/î</. HO) donne un point I qui est un point d'un limaçon, 
considéré comme étant la podaire du point O par rapport à 
un cercle qui serait décrit du point O", milieu de 0'0", comme 
centre, avec 0"0' pour rayon. 

Pour le tracé de la tangente (**) au limaçon, menons 0"J 
parallèle à MI, et prenons J' isotomique de J sur 01; la tan- 
gente au lieu décrit pari sera partagée en deux parties égales 
par les tangentes 8, 0' aux lieux décrits par les points J et J' 
et cela par application du principe des transversales réci- 
proques. Les points J et J' décrivent des circonférences ; les 
centres sont: Je milieu du segment 00" pour l'une; et 0, 
pour l'autre; or, nous savons, avec la règle et l'équerre, 
tracer les tangentes 6, 8'; nous saurons, par suite, construire 
celle du limaçon au point I. 




(*) Nous nous proposons de publier prochainement une étude du folium dou- 
ble ; nous donnerons alors diverses constructions de la tangente à cette courbe. 

(**) Magnus a donné (Journal de Crelte, t. IX, 1832, p. 135) une construc- 
tion de la tangente a la cardioïde; mais, cette construction exige rem- 
ploi du compas, et elle ne s'applique qu'à ce limaçon particulier. 
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125. La Lemniscate (*). — Prenons sur deux axes rec- 
tangulaires donnés ox, oy, deux points fixes A et B, puis 
effectuons la construction (i, 2, 3, 4); le lieu du point I est 
une lemniscate. 

r 



En effet, on a 
p = OB' cos ù), 
p = OA' sin (o : 



sr\ 




et 
OA'.OB'=0 A.OB. 

En posant 
OA = 0, OB = b 
on obtient ainsi l'é- 
quation 

(a* + y*)* = abxy, Fi * '"• 

qui représente le lieu décrit par I ; la courbé qui correspond 
à cette équation passe doublement par les ombilics du plan ; 
de plus, le point O est un centre de la courbe et un nœud droit; 
le lieu considéré est donc une lemniscate (CM. S., t. II, p. 539). 

On voit, en un mot, que nous venons de considérer la 
lemniscate comme la podairé du centre de l'hyperbole équi- 
latère et, de cette génération remarquable, on déduit très 
simplement, comme nous allons le montrer, la normale, et 
par suite, la tangente à la lemniscate. 

D'une façon générale, on sait (C M. S., t. II, p. 33) que 
si l'on considère une courbe quelconque U et, par rapport 
à cette courbe, la podaire d'un point O, la normale au lieu 
décrit par le point I passe par le milieu de MO, M étant le 
point de contact de la tangente considérée MI. 

Cette remarque étant faite, reportons-nous à la figure 111 ; 
A'B r enveloppe une hyperbole ayant pour asymptotes Ox et 

(*) On sail que la lemniscate représente un cas particulier des ovales 
de Gassini; voici, sur cette courbe célèbre quelques détails bibliogra- 
phiques que nous empruntons à l'une de ces notes si intéressantes que 
le savant Terquem a jetées çà et là dans les Nouvelles Annales. 

« Le nom de cette courbe dérive du mot grec Xe|xvtaxoç qui signifie 
une bandelette nouée en huit. Fagnano, (vers 1750) a découvert les 
principales propriétés de cette ligne qui est d'une si grande utilité dans 
la tbéorie des fonctions elliptiques. Les démonstrations du géomètre 
italien sont géométriques ; la théorie analytique est due à Euler (Mémoires 
de Saint-Pétersbourg, t. V, p. 351). » 
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Oy; le point de contact de A'B' avec cette hyperbole, c'est 
le milieu M de A'B', déterminée omme l'indique la figure. 
En achevant le rectangle qui correspond au triangle OIM on 
obtient un certain point C; IG est la normale à la lemniscate. 

126. Le Trifolium droit. — Cette courbe est caracté- 
risée par les propriétés suivantes : 

1° Elle n'a pas d'autre direction asymptotiqne que les direc- 
tions isotropes; 

2° Elle admet un axe de symétrie A et un point triple 
dont les tangentes sont : la perpendiculaire A' à l'axe A pour 
Tune des branches et les bissectrices des droites A, A' pour 
les deux autres. 
D'après cela, l'équation du trifolium droit est 

(ce 2 + y*) % = kx {x* — j/'). 
On a pris pour axes les 
'' droites A, A' que nous 
venons de définir et, dans 
cette équation, A désigne 
une constante. 

Soit 00' un segment 
donné, effectuons la con- 
struction (i, 2, 3 t 4; 
fig. H 2), construction dans 
• laquelle M r est le symé- 

Fig. 1 12. v* trique de M par rapport à 

00', et cherchons le lieu du point I. 
En posant 

00' = c/, 01 = p, MOO'^c^, 



V 



«* 





\ 3 






^"-Ç\I 




^^^ 




"A 


VF 

1 




►M' 



o 



on a 



ou 



p = d cos (o — 2cJ sin* <o cos 00, 



(•z* -f y 2 ) 2 = dœ(x% — y % )- 

Le lieu du point I est donc un trifolium droit, courbe 
définie comme il vient d'être dit. Pour sa forme et pour le 
tracé de la tangente en un point pris sur elle, nous renver- 
rons à notre Traité de Géométrie analytique (p. 512). 

(A suivre.) 
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CORRESPONDANCE 



Nous avons reçu de M. d'Ocagne la lettre suivante : 

« Vous me citez très aimablement à la page 200 du dernier 
numéro du Journal de Mathématiques spéciales; mais je vous 
demanderai la permission de vous faire remarquer que l'ar- 
ticle que vous mentionnez (Nouvelles Annales, 1886, p. 88) est 
la suite de mon Mémoire sur l'enveloppe de certaines droites 
variables dont la première partie a paru dans les Nouvelles 
Annales en 1883 (page 252). Je vous prie de vouloir faire 
cette rectification afin d'établir l'ancienneté de mes recherches, 
de beaucoup antérieures d'ailleurs à la publication de la 
première partie du Mémoire. 

» Le problème que vous traitez (pages 200 et 201) se trouve 
à la fin de mon article intitulé : Nouvelles remarques sur la 
droite de Simson (Journal de Mathématiques élémentaires, 1885, 
p. 8 et 27) ou je démontre (en me référant à vos notations 
de la page 201) que le point jx divise PQ comme le point M 
divise le segment de la tangente correspondante à la courbe U ; 
compris entre Ox et Oy. (Voir le post-scriptum.) 

» Enfin, je vous signalerai que le théorème du centre 
instantané de rotation donne une construction élégante de 
la normale à la 
trisectricede Mac- 
laurin. 

>; MH perpen- 
diculaire à O'M, 
0"H perpendi- 
cuailre à 0"M 
donnent H cen- 
tre instantané de 
rotation de l'an- 
gle droit 0''MI. 

» Donc, HE perpendiculaire a MI est normale à l'enveloppe 
de cette droite. 
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» OK perpendiculaire à 01 donne avec HE : 
» K centre instantané de rotation de l'angle droit EÏO. 
» Donc Kl normale au lieu du sommet I, c'est-à-dire à la 
tri8ectrice... 

» P.-S. — Le théorème que j'ai rappelé plus haut, joint à 

celui que j'ai 
proposé dans les 
Nouvelles Annales 
(question 1557, 
1885, p. 536), 
montre que la 
construction du 
point [a (page 201 
de votre article) 
est la suivante : 
» Les droites 

PS et QT se coupant en m, le point (jl est à la rencontre de PQ . 

et de Om. 

» Cette construction est plus simple que celle que vous 

donnez, dans laquelle interviennent deux perpendiculaires à 

tracer. » 

Nota. — En remerciant M. d'Ocagne des remarques 
diverses qu'on vient de lire et qui ajoutent à l'intérêt que 
peuvent avoir les articles cités, je lui ferai observer que 
l'ancienneté relative de ses recherches n'était nullement dis- 
cutable, puisque, dans la crainte d'un malentendu, j'avais pris 
soin, la chose étant à ma connaissance, de dire que sa note, 
publiée seulement en 1886, était écrite depuis plusieurs années. 
Le lecteur, en se reportant à la source citée, aurait vu d'ailleurs 
que la nouvelle note faisait suite à celle qui avait paru en 
1883; je ne croyais pas une ambiguïté quelconque possible 
sur ce point, mais je 'publie bien volontiers la réclamation 
précédente; la propriété scientifique ne saurait 6tre trop scru- 
puleusement respectée. 

G. L. 
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QUESTIONS D'EXAMENS 



11. — Lieu des sommets des coniques V qui passent par quatre 
points donnés. De quel degré sera le lieu. 

Le réseau des coniques r renferme un paramètre variable 
X, mais au premier degré seulement; il est représenté par 
l'équation 

/•=U + XV = o, (1) 

U et V désignant des fonctions du second degré en x et y, 
indépendantes de X. 

On sait que le faisceau quadratique des axes est donné par 
l'égalité 

f?(k' cos 6 - B*) 4- f'J^L - A') + £«(B' - A cos 6) = o. 

Cette équation est du troisième degré par rapport aux coef- 
ficients de (1); elle renferme donc X au troisième degré, du 
moins en général. On peut donc récrire sous la forme 

MX 8 + NX*-f P + Q = o, (2) 

M, N, P, Q désignant des fonctions du second degré en x et y. 

L'élimination de X entre (1) et (2) prouve que le lieu 
cherché est, en général, du huitième degré. 

Il va sans dire que l'ordre du lieu en question peut s'abais- 
ser dans certains cas; lorsqu'on fait abstraction des lieux 
impropres ou singuliers qut sont inhérents à la question par- 
ticulière que l'on traite. 

Pour exprimer qu'un point M est le sommet d'une conique 
/, on écrit que la normale en M passe par le centre de f; et 
l'on cherche le lieu des points communs à cette droite et à la 
conique. C'est ainsi qu'en cherchant le lieu des sommets des 
coniques circonscrites à un quadrilatère inscrit à un cercle y 
on trouve ce cercle comme lieu singulier. 

Un autre exemple bien connu, lui aussi, est celui où l'on 
propose de trouver le lieu des sommets des coniques circon- 
scrites à un losange. 

La conique singulière formée par les diagonales de ce 
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losange fait doublement partie du lieu et l'on trouve que le 
lieu propre est la quartique cp qui correspond à l'équation 
(x % + y*){b*x* — ay) — a*b*(x % — y*) = o. 
Cette courbe <p est constituée par un double folium en 
forme de lemniscate et par deux branches hyperboliques dont 
la sinuosité diffère suivant que Ton suppose : 

a a 

> —-z 9 ou b <C ~n ' 
y/8 v/2 

On peut aussi séparer, sur 9, les pointa qui proviennent 
des ellipses ou des hyperboles du réseau considéré, en abais- 
sant du centre du losange des pçrpendiculaires sur ses côtés. 

Pour citer un cas d'abaissement encore plus remarquable, 
on peut, à ce propos, rappeler que le lieu des sommets des 
coniques qui touchent deux droites rectangulaires ox, oy en deux 
points A, B (OA = OB = a) est une parabole. 

L'équation de cette parabole est (y — x) 2 — a(x + y) = °» 
et les facteurs singuliers sont, dans cet exemple : 1° le 
cercle inscrit à l'angle yox aux points A et B ; 2° la droite AB 
considérée comme droite double; 3° les axes ox, oy. 

Remarque. — La théorie des caractéristiques permet d'aper- 
cevoir immédiatement le résultat précédent. 

En effet, les caractéristiques des coniques passant par 
quatre points sont : 

{/.= 1, v== 2 ; 

Or, on sait (*) que dans un système (jjl,v) le lieu des sommets 
des coniques du réseau est une courbe de l'ordre 

2\i -j- 3v.* 
Dans le cas présent, on a 

2|jl -f- 3v = 2 + 6 = 8. 

12. — On considère la courbe U qui, en coordonnées polaires, 
correspond à l'équation 



(*) Comptes rendus des séances de V Académie des sciences, tome LVIII; 
séances du 1 er et du 15 février 1864. 
La note citée porte, par erreur, 

2(2fA 4- V), 

Cette inexactitude a d'ailleurs été relevée par Chasles lui-môme (séances 
des 27 juin, 4 et 18 juillet 1864). 
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- = (a) — aj(<D — p); 
P 
démontrer : 4° quune droite A, issue de l'origine, rencontre cette 

courbe en des points A t , A a , ... en nombre infini, 2° que les tan- 
gentes à U, en ces points, enveloppent une même conique. 

Soit o) t une valeur particulière de <*>; en posant 

a>i = 2kit -f- w t (k entier) 

on obtient pour p des valeurs réelles, quel que soit k, et diffé- 
rentes. Ainsi, sur A, il y a une infinité de points réels. 

Prenons l'un quelconque de ces points A*; la tangente A 
correspondante est représentée par l'équation 
i i 

- = — COS ((O — 0) 

p Pi \p 

égalité qui peut s'écrire 

- = (2/fru + 0)4 — a)(2far -f" 0)4 — P) COS (a) — o) t 

p 

-f- (4&7t -}- 20)! — a - p) sin (<o — wj). 
En posant 

2&1T — J— o> ± =: ^, 

cette équation devient 

1 = (X — <x)(X — p)(x cos u ± -f- y sin ^ t ) 
-|- (2X — a — p)(t/ cos io ± — x sin (o t ). 
Supposons que X varie; cette équation, étant du second 
degré en X, prouve que, par un point du plan, passent deux 
des droites qui lui correspondent; en d'autres termes, l'en- 
veloppe des droites (1) est une conique et, de cette remarque, 
on déduit l'intéressante propriété en question. 



») + (-) sin (o> — o>i), 



QUESTION 26 

Solution par M. X. Barthe, au Lycée de Montauban. 



Soit f(x, y, z) = o V équation d'un par aboloïde; trouver V équa- 
tion donnant les paramètres des paraboles principales. 

Cette question est bien connue, nous rappellerons rapide- 
ment comment on la résout. 



'<5 
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Prenons l'équation du paraboloïde elliptique sous la forme 
réduite 

— H 2X = o; (1) 

p q 

les paramètres des paraboles principales sont alors égaux 

à p et q. 

D'après les notations adoptées (C. M. S., t. III) la quantité 

— est un invariant ; mais pour la forme (f) puisque les axes 
sont rectangulaires A = i et le hessien est égal à — • 

_ VH 

On a donc 

P? ~ *o ' 
et aussi 

i i __ A + A'-f k\ 

P + 9~ A. 

par suite, - et - sont les racines de l'équation 
P 9 

A X» — (A + A r + A')X + H = o. 

En considérant le paraboloïde hyperbolique, on obtien- 
drait la même équation, seulement les racines seraient alors 

-.et • 

P <7 



QUESTION 33 

Solution par M. X. Barthe, au Lycée de Montauban. 



Lieu des points dCoù Fort peut mener à une conique quatre 
normales formant un faisceau harmonique. 

Prenons le cas de l'ellipse et soient x f y les coordonnées 
d'un point du lieu ; les coefficients angulaires des normales 
menées par ce point sont les racines de l'équation 



c*m 



y = mx ± — 

y/ a* + b*m 2 
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qu'on peut écrire 

m K b % x % — 2b*m*xy -f- m, % (a % x % -\-b t y* — c 4 ) — 2ma*xy -f- a*y* = o. 
Soient m l9 m t , m g , tw 4 les quatre racines de cette équation; 
les relations entre les coefficients et les racines donnent 

2 2b % xy 

Za*x* -J- b % y % — c 4 
m ± tn % = r— - > 

2a*a# (1) 



^ fn ± m % m 9 = 



6W 

auxquelles il faut adjoindre : 

2(ro 1 m, -f w 3™i) = («i + w.Xm, + m i)- (2) 
Pour obtenir le lieu demandé, il suffit d'éliminer m 1$ m„ 
m, et m k entre les relations (1) et (2;. 

Or ce problème a été résolu précédemment (voir Journal, 
année 1884, p. 282); dans le cas présent et en utilisant les 
notations de l'article cité, nous avons 

A = b*x*, 

2 

a*x* + 6y — c 4 
L= , 

2 

E = a*y*. 
Transportant ces valeurs dans a condition trouvée (loc. 
cit.) on obtient, toutes réductions faites, 

54a 4 6 4 ay + (a a x a + &y — c 4 ) 8 = o. 
C'est une courbe du sixième degré possédant quatre 
points de rebroussement situés sur les axes, aux points 
mêmes de rebroussement de la développée de l'ellipse. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



209. — Soit un triangle ABC; 
M, N, P désignent les milieux des côtés BC, GA, AB. 
J, K, L, ... les pieds des bissectrices issue.; des sommets 

ABC. 
H a H 6 H ff . . . les pieds des hauteurs issues de A, B, C. 
A' B' C ... les points de contact du cercle inscrit avec BC, 

GA, AB. 
A" B" G" . . . les isotomiques de A', B',C. 

On propose de démontrer les propriétés suivantes : 

1° Les quatre droites H b H c , B'C', KL B"C" se rencontrent en 
un même point ô a . 

Soient 6 b et C - les points analogues. 
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2° Les côtés du triangle 6 a 6 b Ôc passent par les sommets A, B, G 
du triangle considéré. 

3° Les quatre droites A0 a . A6 & Ô c , AB, AG forment un faisceau 
harmonique. 

4° Les triangles ABC, ô a 6 b Q c sonthomologiques. 

(Paul Bourgarel, à Antibes.) 

N.-B. — Si Ton traite cette question par les coordonnées barycen- 
triques qui nous paraissent les coordonnées naturelles de cet intéressant 
exercice, on pourra vérifier que les droites : B'G f , B r G r (transversale 
réciproque de B'C), KL, HbH c sont représentées respectivement par 

« {p—a) — p (p-6) — y [p—c\ = o, 

J! L- JL = , 

p—a p—b p—c 

(1) { « _ g 7 _ 

c 

a 5 y 

- cos A — - cos B cos G = o. 

abc 

On trouve alors que ces droites concourent en un point 9a , dont les 
coordonnées sont proportionnelles à 

a (cos B — cos C), b (cos A — cos C), c (cos B — cos A) 
ou, si Ton préfère, à 

a (c— b) (p—a), b (c—a) (p—b), c (a—b) (p—c). 

Les trois points Q a , Bb , 0c signalés dans cet exercice sont alors algébri- 
quement adjoints à un certain point dont les coordonnées sont proportion- 
nelles à a (c—b) (p—a), b (o— c) (p—b), c (b—a) (p—c). 

Les propriétés signalées par M. Bourgarel, ne sont plus, quand on a 
fait cette remarque, qu'une conséquence immédiate des théorèmes géné- 
raux que M. Lemoine a établis (Journal, 1885, p. 193). 

Le point 0, qui apparaît ici, est un point remarquable du triangle; il 
est situé au point de concours des quatre droites représentées, respec- 
tivement par les équations (1), quand on a changé, dans celles-ci, lis 
signes de j3 et de 7. 

En considérant, en particulier, les équations 

a (p-a) +|3(p — &)+ 7(p — c)=o, — + -JL + — = 0, 

p—a p—b p—c 

on peut dire que est à l'intersection de la droite A, harmoniquement 

associée au point de Gergonne, avec la transversale réciproque de a. 

G.L. 

210. — On considère un cercle de rayon variable et de 
centre fixe 0, et une droite fixe xOy qui coupe le cercle en 
deux points A et B. On porte de A vers 0, sur xy, une 
longueur constante AB = /. Par le point G, on mène une 
droite inclinée à 45° sur OA; elle coupe le cercle en P, Q. 
Lieu de ces deux points. (Troille.) 
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211. — On considère un angle droit yoxet par un point 
G, donné sur oy 9 on mène une droite A parallèle à ox. 

Autour de 0, on fait tourner un angle droit dont les côtés 
rencontrent A aux points M et M' et Ton imagine les deux 
paraboles U et V qui ont pour sommets, respectivement, 
les points M, M' ; dont les axes sont MO et M'O ; et qui 
passent par G. 

Cela posé : 

1° Trouver le lieu des points de rencontre des axes de U 
avec les paraboles V, ou des axes de V avec les paraboles U. 

Ce lieu est un cercle. 

2° Démontrer que le lieu des points P, Q, R communs aux 
paraboles U et V est un cercle. 

3° Chercher le lieu des points de rencontre des directrices 
des paraboles U et V. 

Ce lieu est une droite parallèle à ox. 

4° Démontrer que les cinq points C,P.Q,R,0 appartiennent 
à une certaine hyperbole équilatère H ayant pour centre 
le milieu de OC. 

5° Trouver les lieux décrits par le centre de gravité et par 
Torthocentre de PQR. 

6° Les asymptotes de H rencontrent les axes des paraboles 
U et V en des points dont le lieu géométrique est un système 
de deux cercles. (G. L.) 

Erratum. — La question qui a été proposée (p. 216) porte par erreur 
le n° 204, c'est 205 qu'il faut lire. 



Le Directeur-Gérant, 

G. de LONGCHAMPS. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEMINS DE KER. — IMPRIMERIE CHAIX, 
RUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 21810-0- 
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GÉOMÉTRIE DU TRIANGLE 

TRANSFORMATION DE COORDONNEES 
Par M. J. Neuberg, professeur à l'Université de Liè^e. 



Connaissant les coordonnées barycentriques a. p, y d'un 
point M. par rapport au triangle fondamental ABC, on peut se 
proposer de chercher les coordonnées barycentriques a, p\ y 
de ce point par rapport à un triangle remarquable A'B'C, asso- 
cié à ABC; les nouvelles coordonnées serviront souvent à 
établir l'identité du point M avec un point remarquable du 
triangle A'B'C', 

Pour résoudre ce problême, il faut : 1° exprimer les côtés 
a, b, c, et les angles A, B, C du triangle primitif en fonction 
des côtés a\ b', c' et des angles A', B r , C du nouveau trian- 
gle de référence; 2° exprimer les nouvelles coordonnées 
a', p\ / en fonction des anciennes. Les dernières formules 
sont : 

a' = m (M t oc + N 4 p + PtY)> 
p' = n(M 1 a + N 1 p+P lY ), 
y = p (M 8 a + N 3| 8 + P 3Ï ). 
ou 

sont les équations des droites B f C\ C'A' A'B' ; m, n, p sont 
des constantes que Ton peut déterminer en adaptant les for- 
mules à un point dont on connaît les coordonnées par rapport 
à ABC et A'B'C. Il est évident qu'on peut débarrasser les 
constantes d'un facteur commun qui est fonction symétrique 
de a', b', c' ou a, 6, c; car il ne s'agit ici que des rapports 
entre les coordonnées. 

1. — A'B'C est le triangle complémentaire de ABC. On a 

a : b : c : = o! : b' : c', 

* __ , 6 _ Y 

— * + P + Y a — P + Y a + P — Y 
Application au point de Lemoine. On trouve 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1886. 12 



260 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 

a _ P y 



a'* + b'* + c' 2 a 8 — 6' 8 + c' 8 a' 8 + 6' 8 - c' 8 
a' : £' : y = cot A' : cot B' : cot G'. 
Le point K esf donc, par rapport à A'B'C, /e réciproque de 
l'orthocentre de A'B'C ou le réciproque du centre du cercle circon- 
scrit à ABC. 

2. — A'B'C est le triangle anti-complémentaire de ABC. Ou a 

a : b: c = a' : b' : c'j 

a 



P + Y Y + a a "h? 



3, — A B'C est le triangle orthocentrique de ABC. Les rela- 
tions entre les éléments des deux triangles sont 

A =-(*— À'). B = i(* — F), C = i(K— C r )> 

2 2 2 

a : 6 : c : = cos - A' : cos - B r : cos - C 

2 2 2 



= \/a'(p — a) : \fb\p' —6' ) : y/c'(p' — c ). 
La première formule de transformation des coordonnées est 

ol = m ( — a cot A -f- ,8 cot B + y cot C). 
Appliquons-la au point A; alors a = i, p = o, y = o, 
a' = AB'C : A'B'C ou a' = cos 2 A, si on néglige un facteur 
symétrique. Par conséquent, m= sin 2A. On a donc 
a = sin 2A ( — a cot A -f- P cot B + y cot G), 
f>' = sin 2B (a cot A — p cot B + y cot G), 
y = sin 2B (a cot A -f- P cot B — y cot C), 
ou encore 

a' = sin A' (— a tg - A' + p tg- B' -f Y tg iC'),etc. 

jt ji jt 

Application. — S'il s'agit du point de Lemoine K de ABC, 
on trouve 

a' =-sin 2 A ( — sin 2 A -j- sin 2B -f- sin 2G) 

= sin A cos A. 4 sin A cos B cos C; 
donc 

a" : p' : y = sin 8 A : sin 2 B : sin* G 

= cos 8 -A' : cos**-B' : cos 8 - C, 
222 
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J^ = 7 = tgA:tgB:tgC 
^cot^A' : cot iB'rcotic. 

2 2 2 

Parmi les conséquences de ces formules, nous signalons 
les suivantes: 

Lrs points de Lemoine K et K' des triangles ABC, A'B'C sont 
en ligne droite avec l orthocentre H de ABC (*) . 

Le point de Lemoine d'un triangle ABC est le centre de trois 
forces parallèles, proportionnelles à a 2 , b 2 , c 2 et appliquées, soit 
aux sommets de ce triangle f soit aux pieds des hauteurs, soit en 
trois points divisant les hauteurs de ABC dans un même rapport. 

Les distances du point de Lemoine du triangle ABC aux côtés 
du triangle orthocentrique A'B'C sont inversement proportion- 
nelles aux rayons des cercla exinscrits à A'B'C; autrement 
dit, si k 1 B i O i est le triangle formé par les tangentes aux points 
A,B,C de la circonférence ABC, le centre d'homothéiie des 
triangles A^C^ et A'B'C, est, par rapport au triangle A'B'C, 
l 'inverse du point de Lemoine de ABC. 

4. — A'B'C est le triangle formé par les bissectrices extérieures 
dcABC(**). Les formules cherchées sont 

(*) On peut écrire : a' : (3' • '/ = a'p' — a' 2 : b'p f — b' 1 : cp' — c' 2 ; donc le 
point K est en ligne droite avec les points H (a', b', c') et K' (a'*, b' 7 , c' 3 ). 
On voit aussi que KÏI : KK r = a' 2 + b' 2 + c'» : 2p' 2 . 

Ce théorème est dû à M. Edm. Van Aubel (Mathesis, t. I, p. 190). 

(**) Ce triangle peut être appelé triangle antiorthoren trique de ABC ou 
triangle anti-supplémentaire de ABC. Le triangle supplémentaire a pour 
sommets les pieds des bissectrices intérieures de ABC. 

Lorsque les coordonnées normales de deux points M (x, y, z) et M' 
(af, //, z') sont liées par les relations 



x' y' 






y + z z + x x + y 
on peut dire que M' est le supplémentaire de M. L'expression (ie points 
complémentaires est réservée à des points dont les coordonnées bary- 
centriques vérifient les égalités précédentes. 

La figure supplémentaire de la circonférence ABC est une conique 
dont les propriétés, assez curieuses, ont fait l'objet d'une communication 
présentée par M. de Longcbamps au congrès de Nancy. La figure 
anti-supplémentaire de cette circonférence est la circonférence passant 
par les centres des cercles exinscrils an triangle ABC. 
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A = 7C— 2À f , B=7T— 2B' ? C = 7C— 2C 

a : b : c = sin 2A' : sin 2B' : sin 2C, 

</ — t«- A^— ^ h— — W— tg^W . ^ p , + ■ Y n\ -" 

a **" l ° Vin B ^ sin C/ 5 \sm 2B ' sm 2C7 

5. — A'B'C esi le triangle polaire de ABC par rapport à la 
circonférence circonscrite. Les formules demandées sont 

A = -(* - A'), B = i(* - B\ G = i- tt - C), 

2 V • 2 2 

a : 6 : c = cos - A f : cos - B' : cos - G', 

222 

a ' =CO sA(^-^)=tglAY— ^— + — VV" 

\ 2 2 / 

Si l'on échange les rôles des deux triangles, on trouve 
a' = sin 2 A' (- a tg A' + p tg B' + T tg C'),. . . 

6. A'B'C est le complémentaire du triangle orlhounlrique 

de ABC. 

Le triangle A'B'C qui a pour sommets les milieux du 
triangle orthocentrique A^B/A de ABC, jouit de propriétés 
assez curieuses : Les points H, A, B, C sont le point de 
Nagel et les adjoints de ce point, du triangle A'B'C, et les 
côtés non homologues des triangles ABC, A'B'C se coupent 
en six points d'une même circonférence ayant pour centre le 
centre du cercle inscrit à A'B'C (circonférence de Taylor de 

ABC). 

On obtient les formules relatives à ce triangle en combinant 

les transformations 3° et 2? ';. ce qui donne 

A = -(*-A'), B=i(*-B'), C=i(*-C) f 
222 

111 
a : b : c = cos - A' : cos - B' : cos - C, 

222 

a' = cot A (— a .+ p cot 2 B + y cot 2 C), 

p' = cot B (a cot 2 A — p + y cot 2 C), 

Y — cot C (a cot 2 A + p cot 2 B — y). 

Application. — Si l'on applique ces formules au point de 
Lemoine, on trouve 
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% : $ : Y = cot A : cot B : cot G 

= tg-À r : tg -B' : tg 1 C. 

2 2 2 

Il résulte de là que le point de Lemoine de ABC est le 
point de Gergonne de A'B'C", ou que les symédianes du triangle 
ABC passent par les points de contact des côtés de A'B'C avec le 
cercle inscrit. 

7. — A.'B' C est le triangle orthocenlrique du complémentaire de 
ABC. 

Ou rencontre ce triangle dans l'étude du point A de Bro- 
card (le réciproque de Torthocentre de ABC et l'anti-complé- 
mentaire du point de Leraoiue). On a 

r 

— ^— = a(cot A + cot B 4- cot C) 
sin 2A 

+ p(— cot A — cot B + cot C) 

+ y( — cot k 4- cot B 4- cot C), etc. 



SUR UN MODE PARTICULIER DE GENERATION 

DES CONIQUES 
Par M. Maurice d'Ocagne. 



1. — Supposons donnés un cercle r et une droite A. Par le 
centre du cercle F menons une droite qui coupe ce cercle 
au point M et la droite A au point M t . Posons OM = p. 
OM t = p lf et prenons sur la droile OMM 4 , le point M 2 tel 
que son rayon vecteur OM â = p, soit donné par 

- + -=-• (i) 

Pi ?2 ?. 

On peut énoncer différemment cette construction. En 
effet, soit r' le cercle de centre dont le rayon p' est double 
du rayon p du cercle r. On aura 

Pi ?t P 



270 
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c'est-à-dire que le point M, est le conjugué harmonique du 
point M t par rapport aux points et M', M' étant le point où 

OM t coupe le cercle r\ 

Le point M 2 , défini de 
Tune ou l'autre manière, 
engendre une courbe lors- 
que la droite D pivote au- 
tour du point 0. Je dis que 
cette courbe est une coni- 
que. 

En effet, soit A' la droite 
symétrique de la droite A 
par rapport au point 0. Du 
point M 2 abaissons la per- 
pendiculaire PP' sur les 
droites A et A'. Nous avons, 
en appelant h la distance du 
point à la droite A, 
M 2 F = 2h — PM 2 

H?± — pi) 




= 2h — 



Wpi + pi) 



pi 



pi 



Donc 



M 2 P' h( Pi + o 2 ) 



M o 



ou, en vertu de (1), 



M 2 F 



PlPï 

h 



M 2 p 

Par suite, le rapport des distances du point M 2 à la droite 

A' et au point est constant, et le lieu du point M 2 est une 

conique ayant le point pour foyer et la droite A' pour directrice 

correspondante. 

Cette conique est une ellipse, une hyperbole ou une para- 
is 

bole suivant que le rapport constant - est supérieur, infé- 

P 
rieur ou égal à i, c'est-à-dire suivant que la droite A est 

extérieure, en partie intérieure ou tangente au cercle I\ 
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On voit que, dans tous les cas, la conique passe par les 
extrémités du diamètre du cercle T qui est parallèle à la 
droite A (*). 

2. — La formule (i) montre que le mode de génération 
des coniques ici envisagé rentre dans la troisième transfor- 
mation générale étudiée dans mon Mémoire sur les transfor- 
mations générales des courbes planes (**). 

Par le point élevons à la droite OM une perpendiculaire 
qui coupe en T 4 la droite A et en T t la tangente à la conique 
(M a ) au point M,. La formule (22) du Mémoire cité donne 

— -I- — — 
OT t ^ OT 2 °' 

c'est-à-dire 

OT 9 = — OTV 

Le point T, se trouve donc sur la droite A' symétrique de 

A par rapport à 0, c'est-à-dire sur la directrice de la conique 

(M s ) correspondant à un foyer 0. Dès lors, on tombe sur ce 

théorème connu : 

La tangente en un point d'une conique passe par le point où 
la perpendiculaire menée par Vun des foyers au vecteur du point 
considéré, issu de ce foyer, coupe la directrice correspondante. 



(*) La relation 



1 + ' ' 



0M t ' 0M 2 OM 

peut s'écrire 

OM.OM 2 + O^.OMi = 0M,.0M 2 , 
ou, en ajoutant et retranchant OM 2 

OM,.OM 2 — OM.OM 2 — OM.OM, + ÔM 2 = OM 4 , 
c'est-à-dire 

(OM, - OM)(OM - 0M 2 ) =z ÔM 2 
ou encore 

MM 1 .MM 2 =ÔM i , 
ce qui démontre le théorème proposé pour le cas de l'ellipse seulement 
par M. Antomari dans la question 77. (Voir la solution qui a été donnée 
dans le n° de décembre 1885, p. 279.) C'est précisément cette question, 
si facilement résolue par le procédé qui vient d'être indiqué, qui nous a 
suggéré l'idée de publier cette note dont nous possédons les éléments 
depuis longtemps. — M. d'O. 

(••) Mathesis, t. V, 1884. p. 73 et 97. 
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3. — La formule (23) du même Mémoire donne, en appe- 
lant R le rayon de courbure à la conique (M,) au point AI,. 

i i 



R sin 8 OM 8 T 8 p 



ou 



_R 
OM 



MJV 



Menons la normale en M, à la conique, c'est-à-dire la 

perpendiculaire élevée en M, 
à MJ,. 

Si nous tirons la sy mé- 
diane T S S du triangle OT 2 M 2 , 
nous avons, en vertu d'un 
théorème démontré dans ma 
première étude sur la sy mé- 
diane (*), SH étant perpendi- 
culaire à OM, et le point H 
appartenant à la normale 
en M 2 , 

R 




ou 



OM 

R 
MoH 



M a H 
OS 



OM 
OS 



La droite OH coupant au 
point K la tangente en M, au cercle (r), on a 

OM_OK 

OS — OH" 
Par le point K menons une parallèle à OM ; cette droite 
coupe la normale M,H au point E, on a 

M 2 E OK OM 



Donc, 



M 2 H OH OS 
M,E = R, 



(*) Voir Nouv. Ann. de Mathém. (3— série, t. II, 1883, p. 454) et ma 
Monographie de la symédiane [Journal de Math, élém., 1885, p. 193, théo- 
rème 6). 
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et le point E est le centre de courbure, répondant au point M 2 . 
On peut énoncer ainsi ce résultat. 

Si la perpendiculaire élevée à OM ; par le pied de la symédiane 
du triangle OT 2 M 2 , issue de T 2 , coupe en H la normale en M 2 à 
la conique (M 2 ), et que la droite OH coupe en K la tangente en M 
au cercleT, le centre de courbure répondant au point M a se trouve 
sur la parallèle au vecteur OM 2 menée par le point K. 



VARIÉTÉS 



ESSAI SUR LA. GEOMETRIE DE LA. REGLE 



1J.. 



ET DE LEQUERRE 
Par M. Ci. de Iiongchainps* 

[Suite, voir p. 245.) 



127. Le Folium simple. — Parmi les quartiques remar- 
quables, nous signalerons encore le Folium simple ; cette 
courbe correspond à la définition suivante : 

4° Les directions isotropes sont les seules directions asymp*- 
totiques de la courbe ; 

2° Elle possède un point triple et les tangentes en ce point 
sont coïncidentes. 

D'après cette défi- 
nition, en prenant 
convenablement les 
axes, l'équation du 
Folium simple est 
(œ* + y*)* = Aa? (1), 
A étant une con- 
stante. 

Soit OO r un seg- Fi( t- "*• 

ment donné; effectuons la construction (1, 2, 3, 4, fig. 413), 
nous obtenons unpoint I, et en prenant 

JOURNAL DE MATH. SPÉC. — 1886. 12. 
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00' = d 9 01 = p, MOO' = u>, 



M 



nous avons 

OM = d cos a), MI = d sin* o> cos <*>; 

par suite, 

p = rfcos 8 w. (2) 

En convertissant cette équation en coordonnées cartésienne, 

et en supposant A = d, nous obtenons bien l'équation du 

Folium simple. 

Tracé de la tangente. — De l'équation (2) on peut déduire une 
propriété remarquable de la normale en un point pris sur le 
Folium simple. Mais, comme nous allons le montrer, cette pro- 
priété appartient aux courbes, plus générales, qui corres- 
pondent à l'équation 

p = d COS 2 ?* 1 (0, (1) 

dans laquelle p désigne un nombre entier et positif. 
Prenons deux points fixes 00' et répétons, comme l'indique 

la figure, p fois la con- 
struction visée plus 
haut. Des points H t , 
I 4 nous déduisons des 
points analogues H 2 , I 2 ; 
et, ainsi de suite, jus- 
qu'à ce que nous arri- 
vions aux points H p , I P . 
Nous avons alors 
Fi 9- UA - 0H 4 = d cos» (o, 

0H 2 = d cos 4 a), . . . OHj, = d cos* p co ; 
0I t = d cos 8 co, 0I 2 = d cos 5 a>, . . . 0I P = d cos 2 * +1 <o, 
Le lieu décrit par le point l p est donc une courbe f p repré- 
sentée, en coordonnées polaires, par l'équalion (1). 

Cherchons à déterminer la normale en un point l p pris sur 
cette courbe f p . 

On sait (C. M. S., t. II, p. 575) que l'équation de la nor- 
male est 

— = — cos (o> — cùj) + 7 sin (co — Wj) • 
P Pi Pi 

Appliquons cette relation (1); nous obtenons, après calcul, 

à 2v -\- 2 , / cote: <«>A . 

- cos 2p <*> x = - £ -— 7 — cos u) -)- ( ts; o) 1 - — 1 ) sin (o • 

i \ 21) 4- 1/ 




P 



2p + 
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Parmi les solutions remarquables de cette équation, on obser- 
vera la suivante : 

2« -4- i 

O) = O, Û = ; OHn. 

r 2f + 2 

D'où nous concluons qu'en prenant sur 0H P un point N 
tel que 

ON _ 2p+i 

0H r 2p -f- 2 ' 

N est le pied de la normale. 

En particulier, si nous revenons au folium simple /i, (fig.H3) 
supposant par conséquent p = i, nous voyons que le pied 
de la normale au point I s'obtiendra en prenant 

ON=-OH. 

4 
Parmi les conséquences remarquables de cette construction, 

on peut observer que le rayon de courbure au point est nid. 

128. Remarque. — Il est naturel, après avoir considéré les 
courbes qui correspondent à l'équation (1) du paragraphe 
précédent, d'examiner celles qui sont représentées par l'équa- 
tion 

p = d cos 4 ^ w ; (2) 

puis, de supposer, dans les formules (i) et (2), p positif ou 
négalif. De la sorte, le problème qui nous occupe se trouvera 
donc résolu pour toutes les équations 

p = d cos m a), (3) 

quel que soit l'entier m, positif ou négatif. 

Pour avoir les courbes (2), il faut projeter les points H if 
H„ ... H^, non plus sur OM, mais sur la droit j qui va du 
point M au milieu de 00'. 

Le degré de ces courbes s'élève très vite; le cas le plus 
simple, celui qui correspond à p = î, donne déjà une courbe 
du sixième ordre; cetle courbe a la forme d'un double ovale 
et l'on trouve, soit par la considération de l'équation de la 
tangente en coordonnées polaires, soit par celle de la normale, 
d'élégantes constructions pour le tracé de ces droites. Sans 
nous at larder sur ces détails faciles à vérifier, nous allons, 
pour donner un nouvel exemple remarquable de cette mé- 
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thode, l'appliquer au cas particulier où dans l'équation (3) 
on suppose m = — 2. On obtient ainsi une quartique très 
simple qui a déjà fait l'objet dénotes diverses (*) parce qu'elle 
présente cetle particularité, toujours recherchée, d'avoir des 
points d'inflexion qui peuvent se déterminer par la règle et 
le compas. Nous allons montrer que les tangentes do cette 
quarlique se déterminen tbien simplement avec la règle et 
1'cqucrre. 
Prenons trois points en ligne droite 0, 0', 0" et tels que 

5 A | O'O = 00" = -; puis effectuons 

/* la construction (1, 2, 3, 4, 5, 
['* m ..-- 7 fig. 11S)\ nous trouvons ainsi un 
point I dont le lieu est une 
courbe U représenté par l'équa- 
tion 

_ h 

^ COS* b) 

Proposons-nous de déterminer 
la tangente au point I (p i9 o^), 
à cette courbe. 

L'équation de la tangeute à 
une courbe, en coordonnées po- 
F <9- «s laircs (C. M. S., p. 573), étant 

— = — cos (o> — oi ± ) -\- ( — ) sin (o> — toj ; 
p pi r W 

Nous avons, dans le cas présent, 

2Ï1 

— = (1 -[- cos 2WJ) cos (o) — ii) ± ) — 2 sin 2w 1 sin (w — Ci^). 

P 
En faisant o> = 90 dans cette relation, nous trouvons que 

la tangente en I coupe l'axe des y en un point T tel que 




OT = — 01 sin 



(D, 



De cette remarque nous pouvons conclure qu'en prenant 
le point T symétrique de I par rapport au centre et en 
élevant en I' une perpendiculaire à I'I, cette perpendiculaire 
va couper l'axe Oy au même point T que la tangente cherchée. 



(*) Nouvelles Annales, 18i3, p. 232 18*5, p. 319; 18iG, p. 214. 
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En prenant l'équation de la normale, on arrive à une 
conclusion qui est aussi très simple et que l'on pourra : soit 
vérifier directement; soit déduire du tracé précédent (*). 

Voici quelle est cette propriété. 

Elevons au point I une per- 
pendiculaire au rayon vecteur; 
cette droite rencontre Taxe en 
un point K; si nous prenons 
KN = OK, IN est la normale 
cherchée (**). 




129. Les quartiquespy 



Fig. 116. 



riformes. — Ces quartiques affectent la forme d'un simple 
folium présentant un axe de symétrie et un point de rebrous- 
sement ; elles correspondent à l'équation 

dans laquelle a et b désignent deux longueurs données. Ces 
courbes ont fait l'objet, du moins dans des cas particuliers que 
nous signalerons tout à l'heure, de diverses recherches (***). 
Elles offrent plus d'une propriété remarquable : 1° on peut les 
construire par points et par tangentes, très simplement, avec 
la règle etl'éqaerre; 2° toutes ces courbes se déduisent de 

(*) Nous aurons d'ailleurs occasion, dans la deuxième partie de ce 
ouvrage, d'utiliser la propriété géométrique assez curieuse que nous 
rencontrons ici. 

» 

(**) Dans l'article que nous avons cité plus haut et qui est inséré dans 
le tome V des Nouvelles Annales (1846), on trouve une construction de 11 
tangente à la courbe qui vient de nous occuper, mais cette construction 
est moins simple que celles que nous proposons ici et, de plus, elle 
exige l'emploi d'arcs de cercle. 

Dans une note qui accompagne cet article, note non signée mais qui 
est évidemment due à Terquem, il est dit: « Descartts (Œuvres, t. V, 
p. 336, édition Cousin) a imaginé un instrument formé de deux règles à 
l'aide duquel il construit d'un mouvement continu et simultanément les 
courbes données par les équations polaires 



COS'Oi 



j P — - : — » P — - 7 — >' 

r COS 1 ro r COS 6 di 



[***) O. Bonnet, Nouvelle s A finales 1844, p. 75. — Brocard, Nouvelle Cor- 
respondance mathématûjue, t. VI, 1880; pp. 91, 121, 213, et Matliesis, t. III, 
1883, pp. 23, 116, 191; t. V, p. 227. — J. Mister, Matkesis, 1881, pp. 78 
et 128. 
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Tune d'elles par voie projective; 3° on peut déterminer le point 
le plus haut delà courbe et ses points d'inflexion; 4° l'aire de 
la courbe peut être calculée, elle se déduit en celle du cercle 
générateur en multipliant celle-ci par un rapport connu, etc.. 
Nous allons établir ces diverses propriétés. 
1° Génération des pyriformes. Imaginons un cercle et deux 
diamètres rectangulaires AB, CD, puis effectuons la construc- 
tion (l, 2, 3, fig. H7); nous obtenons ainsi un point I. 

L'équation du 
lieu géométri- 
que décrit par 
ce point est fa- 
cile à trouver. 
Prenons pour 
axe des x le dia- 
mètre ABet pour 
axe des y la tan- 
gente en A du 
cercle et po- 
sons 

IAB = a, 
AH = b, 
AB = a. 
Nous avons 
d'abord 




\-+ >2 



BW 



\ \\ 



4 



D 

Fij. 417. 

PQ 2 = SH 2 = x(a 



x), 



ou 



D'ailleurs 



b* tg a a= x{a — x). 



y = x tg a ; 
le lieu du point I est donc une courbe, affectant 1 1 forme 
qu'indique la figure et correspondant à l'équation 

bhf == x\a — x). (P) 

2° Les pyriformes sont projectives. En effet, si l'on transforme 
l'équation (P) nu moyen des formules 

by =-- aY, x = X 

on a 

a*Y*=X 3 (a — X). (F) 

Cette équation (P') représente une pyriforme particulière; 
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c'est celle qui a été étudiée par M. 0. Bonnet (loc. cit.), en 
supposant a = i . Mais, lorsque a varie, toutes les courbes 
(P r ) sont homothétiques et l'on peut, sans restreindre la 
généralité des propriétés de la courbe étudiée, faire l'hypo- 
thèse a = i . 

Quant aux courbes (P), elles se déduisent toutes, par voie 
projective, d'une courbe (P'), en supposant : 1° que 6 varie, 
2° que l'on donne à a la môme valeur dans (P) et dans(P'). 

En effet, on a reconnu dans les formules de transformation 
que nous avons prises, celles qui servent à transformer l'el- 
lipse en cercle. La méthode classique qui sert à l'étude de 
l'ellipse, considérée comme la projection du cercle s'applique 
donc aux pyriformes et les propriétés signalées par M. 0. 
Bonnet pour la pyriforme particulière (P'), celles qu'on pour- 
rait encore trouver pour cette courbe, s'appliquent, avec les 
modifications ordinaires, aux pyriformes plus générales que 
nous avons définies tout à l'heure. 

3° Pain' s d'inflexion, etc. Pour n'en citer qu'un exemple, 
M. 0. Bonnet a démontré que les points d'inflexion de (P') 
avaient pour coordonnées. 

X = a^-=-^, Y=±!v / 6v/3- 9 . 
4 8 * 

Pour une pyriforme quelconque les points d'inflexion ont 

pour coordonnées _ 

3 — \J 3 a* / — ;= 

x = a— — , y = ±—\j6)/3 — 9; 

Mais il faut observer que la détermination de ces points 
exige l'emploi du compas. 

Il en est de même du point le plus haut des pyriformes. 

Ce point a pour coordonuées 

3a 3a\/3 

x = — , y — — £- 
416 

pour la courbe (P'); pour une pyriforme quelconque ce point 

est représenté par 

3a 3a*\/$ 

x=z—, # = — L_. 
4 100 

4° Quadrature des pyriformes. La méthode des projections 
permet encore de déterminer l'axe de la courbe, par des consi- 
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dérations géométriques que nous allons donner. On évite ainsi 
le calcul, relativement pénible, de l'intégrale définie 



j / x\/x(a — x)dx. 



à 



M 



Prenons d'abord la pyriforme de M. O. Bonnet, courbe qu'on 
obtient en supposant b = a, auquel cas A est tangente au cercle 
générateur au point B. 

Si nous appliquons la construction exposée plus haut, au 

cas particulier visé en ce 
moment, nous trouvons sur 
le rayon vecteur AM deux 
points I, F de la courbe 
et les propriétés élémen- 
taires de la figure donnent 
PT = QI. 
On conclut de cette re- 
marque, reconnue autre- 
ment par M. O. Bonnet, 
que Y aire de courbe consi- 
dérée est la moitié de celle 
du cercle générateur. 
FÎ9* 118- Pour une pyrifoi me quel- 

conque Taire s'obtient en multipliant celle de (P'j par le 

rapport - ; concluons donc que Y aire totale d'une pyriforme 











1 




p ^ ^ 


p 






i' 


^^^^ 




\ 


A r** 










II 


V 2 


) 








y 


/ 



B 



quelconque représentée par V équation (Y) est égale à 



Tia* 
1b 



5° Tracé de la tangente. On a dû observer que le tracé point 
par point que nous avons donné pour les pyriformes présente 
ces courbes comme des transformées du cercle par la méthode 
de Mac-Laurin. Le tracé de la tangente peut donc être effectué, 
avec la règle et l'équerre, conformément aux principes que 
nous avons déjà utilisés. La fig. 117 rappelle comment ces 
principes ont été appliqués pour obtenir la tangente IT à la 
pyriforme (*). 

(*) Pour la construction, point par point, des pyriformes, avec la règle 
et l'équerre, il est bien entendu que le cercle O dont il a été question 
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130. Réflexions générales. — Beaucoup d'autres 
quartiques, et aussi certaines courbes d'un ordre plus élevé, 
sont susceptibles d'être tracées par points et par tangentes 
au moyen de la règle et de l'équerre. La Kreuzcurve et la 
quartique y 4 dont nous avons parlé ailleurs (Journal 18*5, 
p. 272 et 1886, p. 202); la rosace à quatre feuilles (Géométrie 
analytique, p. 597); la Kohlenspilzencurve de M. Schoute 
(Archiv von Griinert, 1885); les hypocyclo'ides à trois ou quatre 
rebroussements etc., et leurs podaires, donneraient lieu à 
d'intéressants développements dans l'ordre d'idées qui dirige 
ce travail; mais cette exposition nous entraînerait bien loin. 
Nous avions eu aussi la pensée, à laquelle nous renonçons, 
pour le même motif, et avec plus de regrets, de terminer 
la première partie de cet ouvrage par l'exposition de certaines 
méthodes de transformation permettant de multiplier, à 
l'infini, les tracés de la règle et de Téquerre dans la construc- 
tion, des courbes, par points et par tangentes. Nous donne- 
rons un seul exemple des applications auxquelles nous 
venons de faire allusion, en prenant l'idée de la transforma- 
tion réciproque, dans la géométrie cartésienne. 

Théorème. — Si, au moyen de la règle et de VéqueiTe, 
on sait construire, par points et par tangentes, la courbe U 
d'ordre p qui correspond à l'équation 

f (x, y) = o, 
on peut aussi, dans ces mêmes conditions, construire la courbe 
U d'ordre 2p qui correspond à l'équation 






Sur les axes Ox, Oy on donne quatre points A, A/; B, B', 
tels que 

OÀ = À'0 = a, OB = B'0=6; 

soient 

m(x, y), M(X, Y) 

ne doit pas être tracé ; on détermine d'abord le point P par le moyen 
de deux droites rectangulaires issues des extrémités A etB du diamètre 
AB; puis le point M, etc. 
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deux points correspondante, dans la transformation réciproque 
cartésienne, nous avons alors 

telles sont les formules de la transformation en question. 



— • 



£_ 




Fig. 449. 

Au point p correspond un point P, conjugué harmonique 
de ppar rapport au segment AA'; de même à q correspond Q 
conjugué harmonique de q par rapport aux points B et B'. 

D'après cela, au point m correspond un point M et les 
constructions qui conduisent de m à M n'exigent que rem- 
ploi de la règle et de l'équerre. 

La détermination de la tangente est plus délicate. 

Il s'agit de montrer comment, connaissant la tangente en 
m à u, on peut, avec la règle et l'équerre, Construire la tan- 
gente en M à la courbe U, transformée de u. 

Les formules (L) donnent 

xdX -f- X. dx = o, ydY -f- Ydy = o, 
d'oïi 

x (<Jy\ X /rfY\ { • 

\dx) \dx) 
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Soient mt la tangente donnée, MT la tangente inconnue; on 
a donc 

dy ™ dY 

9 r dx * d\ 

La relation (1) devient 

pt _ PT 
5p — ÔP # 

Ainsi la ponctuelle (0, t, p) est homothétique à la ponc- 
tuelle (0, T, P) et cette remarque permet de déterminer le 
point T, connaissant les quatre points (0, t, p, P) de plu- 
sieurs façons, toutes, très simples. 

Mais la difficulté inhérente au sujet que nous traitons et 
à laquelle nous avons fait allusion tout à l'heure, tient à 
ce que nous ne nous accordons que l'usage de la règle et 
de Téquerre et, cette condition étant imposée, nous avons 
à montrer comment nous déterminons le point inconnu T. 

Prolongeons pm jusqu'à sa rencontre en H avec MQ et 
joignons H au point t' symétrique de t par rapport à p; /'H 
rencontre oy en 6 et nous avons 

0> ou tp _ OQ 

Op ~ Q e " { } 

D'autre part, la droite MT rencontre oy en un point 6' et 
nous pouvons observer que 

TP __ MP ou OQ 

ÔP — 7 Q ( ' 

Comparant (2) et (3) nous en déduisons 

6Q = Qô'. 
Les deux points 6, 0' sont donc symétriques l'un de l'autre 
par rapport à Q. 

De cette remarque résulte une construction de la tangente 
MT, par des tracés qui n'exigent, comme l'on voit, que 
l'emploi de la règle et de l'équerre (*). 



(*) Nous terminons ici la première partie de la géométrie de la règle et 
de l'équerre; la seconde partie, qui est purement élémentaire, paraîtra 
régulièrement dans le Journal de Mathématiques élémentaires à partir du 
n* de Janvier 1887. 
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écrit dans notre langue. Le Dictionnaire de M. Sonnet ne remplit pas le 
même but que le livre de M. Carr et nous appelons sur celui-ci l'atten- 
tion de nos lecieurs. Toute la nouvelle terminologie mathématique s'y 
trouve expliquée ; et ce n'est pas un petit service que rend ainsi ce 
précieux volume. G. L. 



QUESTION 116 

Solution. 



Construire la podaire de ï origine par rapport à la courbe U 
représentée par Véquation 

x* + y» — a 8 = o. (a ;> o) 

L'observation faite au commencement de la solution don- 
née plus loin pour la question 117 s'applique aussi à celle-ci. 

Soient a, p les' coordonnées d'un point de U ; on trouve 
immédiatement'pour les coordoneées x, y d'un point du lieu 
les valeurs 



x =. a 3 — — : » y =5 a n 

..ici «7 



a* + p 4 a a 4 + jp 

On voit d'abord que x et y sont positifs; la courbe osl 
renfermée dans le premier quadrant. En introduisant les coor- 
données polaires p, o>, les formules précédentes donnent 

sin a) cos a) p 
fi* — a 2 — 7?' 
et, en tenant compte de la relation a 8 -f- £ 3 = flS » on a pour 
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l'équation polaire du lieu 

3 3(3 3 

2 2)2 2 

p =z a l sin w -|- cos w 
La courbe correspondante présente un rebroussement à 
l'origine ; la tangente de rebroussement est en même temps 
Taxe de symétrie. La courbe est tangente aux axes ox, oy 
aux points (a, o), (o, a) ; elle n'a pas de points à l'infini ; 
«a forme générale résulte alors de ces remarques diverses. 

G. L. 



QUESTION 117 

Solution* 



Étudier les formes successives de la courbe représentée par 
l'équation 

x 3 -f- y 3 — 3axy -f- X = o (a >* o). (I) 

Cette question, proposée autrefois (mars 1884), a proba- 
blement paru trop simple car nous' n'avons reçu pour elle 
qu'un très petit nombre de solutions; encore celles-ci pré- 
sentent-elles des fautes graves, ce qui semble prouver, et la 
chose n'est d'ailleurs que trop facile à constater en assistant 
aux examens de l'École Polytechnique, combien le problème 
de la construction des courbes est négligé par les candidats. 
La discussion des formes diverses affectées par les courbes 
qui correspondent à l'équation proposée se fait très simple- 
ment en observant d'abord que l'identité bien connue 

a i _|. 5^ 4- C 3 — 3a^c=r (li+_^zhi!2 j ( a — 6) a + (6 — c) a + (c — «) a j 

permet d'écrire l'équation (1) sous la forme 

{X+y 2 +a) j (x-yY + (a-x)* + (a _j,)>| + X-a»=o. (r) 

La discussion porte alors, naturellement, sur ces trois 
hypothèses, que l'on doit aborder successivement : 
X — a 3 > o, X — a 8 = o, X — a 3 < o. 
La droite A qui a pour équation x ~\- y -\- a = o est 
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l'asymptote réelle de la courbe et celle-ci est située, toute 
entière, du même côté par rapport à A. 

La première bissectrice est un axe de symétrie ; en cher- 
chant les sommets de (r) on est conduit à l'équation 

2X* — 3ax* + X = o. (2) 

Si X est nul, l'équation (l) représente le folium de Descartes; 
et si X = a 8 t la cubique se décompose en une droite et un 
point. Ecartons ces deux cas particuliers. Alors, X étant 
différent de zéro, cette équation a une racine réelle, si X — a 9 
est positif ; la courbe a la forme d'une branche conchoïdale; 
elle a trois racines réelles, si Ton suppose 

o «< X «< a 8 . 

L'équation (2) prouve qu'il y a deux racines positives et 
une négative; la courbe est formée: 1° d'une branche con- 
choïdale; 2° d'un ovale extérieur à la région qui est comprise 
entre cette branche et son asymptote. 

Enfin, si X est négatif, l'équation (2) n'admet qu'une 
racine réelle, puisqu'il manque un terme entre deux termes 
de môme signe; la courbe est encore constituée par une 
seule branche conchoïdale. G. L. 



QUESTION 129 

Solution par M. Henri Ferval, élève au Lycée Henri IV 
(Classe de M. Macé de Lépinay). 



Trouver toutes les équations du troisième degré telles que si 
x t est une de leurs racines convenablement choisie, les deux 
autres soient 

x i 4- l ] 

xT~ 6t ~~ i +x t ' (Weiil.) 

Observons que le produit des trois racines est égal à i . 
De là, nous concluons que le produit de deux racines est 
égal à l'inverse de la troisième; nous avons donc pour la 
somme des produits deux à deux des racines : 

_ 3 = - (X + 3), 
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X étant un paramètre arbitraire, qui désigne la somme des 
racines. Les équations cherchées ont donc la forme générale: 

ce 8 — ïx* — (X -{- 3)x — i = o. 

Nota. — Solution analogue par M. Paul Bourgarel. 



QUESTION 130 

Solution par M. Paul Bourgarel, à Antibes. 



Trouver les équations du sixième degré telles que, si x t est une 
quelconque de leurs racines, les autres soient : 

_L_ (l+Xl) _. ' Il h±±. 

x 4 I + x t I -f x t x t 

(WeilJ.) 

On voit immédiatement que les équations cherchées sont 
réciproques, car le produit des racines prises deux à deux 
est égal à i . 

D'après la question précédente, l'équation générale du 
troisième degré admettant pour racines : 

i x* + i 

I + x ± x t 

est : 

U = x 3 — X#* — (X + 3)x — i = o. 
L'équation générale du troisième degré admettant pour 
racines 

— , —(1+0,), — 

x ± i -f- x x 

est l'équation aux inverses des racines de cete équation, 

c'est-à-dire : 

V -= x* + (X + 3)#* + lx — i = o. 

L'équation générale cherchée est donc 

UV=o. 

Nota. — Solution analogue par M. Henri Feval. 



*^t»m^—M^ 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



212. — Soit A t A s A 9 A 4 un quadrilatère normal inscrit à 
, une ellipse T ; c'est-à-dire, un quadrilatère tel que les nor- 
males en ces points soient concourantes. Les tangentes à 
F en ces mêmes points rencontrent la tangente à Tune des 
extrémités A du grand axe AA' en quatre points B 1 B X B 8 B 4 ; 
démontrer que Ton a 

AB 1 .AB 2 .AB 3 .AB 4 =: — b\ 
et 2AB la AB, = o. (G. L.) 

213. — On considère deux paraboles PP' qui, ayant même 
sommet O, se coupent orthogonalement en ce point. Autour 
du point O on fait tourner deux droites rectangulaires et on 
obtient ainsi : sur P, deux points a et b ; sur P', deux autres 
points o! et b'. Si on prend trois des quatre points a, b, a', U 
pour former un triangle, le quatrième est l'orthocentre do 
ce triangle. (Beaurepaire.) 

214. — Soit une courbe du quatrième degré ayant deux 
points doubles à l'infini. En général, il n'est pas possible 
de lui inscrire un parallélogramme dont les côtés soient 
parallèles aux asymptotes. Si la chose est possible, elle l'est 
d'une infinité de manières. On demande alors le lieu dej 
centres de ces parallélogrammes. (E. C.) 



Le Directeur-Gérant, 
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